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IMPRESO EN MEXICO - PRINTED IN MEXICO

La presente obra ha sido disenada con el fin de que el alumno de tercer grado de
secundaria desarrolle las habilidades propias de esta asignatura y, al mismo tiempo,
amplie su cultura matemética.

Los contenidos del libro de texto estan distribuidos en diversas etapas articuladas
para que el alumno potencie sus habilidades al maximo. En principio, el estudiante
se enfrenta a una pregunta o situacién problemética que debera resolver haciendo
uso de sus conocimientos previos. Tendra que llevar a cabo ciertos procesos que
privilegian su creatividad, tales como opinar, reflexionar, plantear métodos y estrate-
gias de resolucion del problema, implementarlos y verificarlos.

Durante el desarrollo del contenido, el estudiante construira su conocimiento mate-
matico mediante la resolucidn de problemas, verificando y aclarando sus propias
ideas con las que se presentan en el contenido de apoyo, el cual le ayudara a for-
malizar sus conocimientos matematicos.

Para que el alumno tenga en cuenta los aprendizajes esperados del curso, éstos se
encuentran senalados al inicio de cada blogue. Asi, serd participe de su propia adqui-
sicién gradual de conocimientos y habilidades durante el estudio del contenido mate-
matico. Sin embargo, habra algunos casos en los que el aprendizaje esperade no
corresponda de manera directa con el contenido abordado, ya que el logro de éste
se alcanzara después de estudiar varios contenidos mateméaticos que se encuentran
estrechamente relacionados.

Con el fin de que el alumno obtenga los aprendizajes que se esperan de este curso,
el libro fomenta el trabajo colectivo e individual, asi las ideas gue elabore podra con-
trastarias con las de sus companeros, enrigueciendo sus conocimientos. Los ejerci-
cios que se presentan van de la aplicacién directa de un método al analisis de éste.

Todo esto con el fin de que el estudiante cuente con una amplia competencia para
resolver problemas por si mismo, ademas de que pueda comunicar la informacion
matematica obtenida, utilizando técnicas eficientes que le ayudaran a formalizar sus
procedimientos para conseguir excelentes resultados y aplicarlos en su vida.
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Palabras al profesor

Las diversas situaciones y retos a los gue nos enfrentamos en la vida cotidiana
evidencian la necesidad de contar con habilidades y actitudes matematicas que
nos permitan llegar a soluciones efectivas ante cualquier problema.

En este sentido, la ensenanza de las matematicas adquiere una mayor relevancia
en el proceso de aprendizaje de los alumnos. El docente deberéa ser un facilita-
dor que haga accesible el conocimiento a los jovenes, acercandolos de manera
gradual a esta asignatura con el fin de formar estudiantes capaces de responder
de manera efectiva ante los retos que les presenta su entomo.

Por eso, hemos desarrollado el libro Matematicas 3. Construyo y aprendo
Matematicas, con el fin de que el profesor cuente con el apoyo necesario para
la imparticion de la asignatura de manera contextualizada, interesante y divertida.

Las actividades que se sugieren al docente estédn encaminadas a hacer explici-
tos los métodos y conocimientos que crean los alumnos para que a partir de
estos se genere una ensenanza efectiva. Asimismo, al final de cada bloque, el
docente podra utilizar la evaluacion que se incluye para conocer y registrar los
logros de sus alumnos, asi como las areas de oportunidad de éstos.

Sin duda, Mateméaticas 3. Construyo y aprendo Mateméaticas es una herramienta
para el docente gue busca hacer de las clases de matematicas una experiencia
agradable para el alumno, al promover una actitud positiva hacia el aprendizaje
de esta asignatura. Por tanto, creemos que este libro sera la via por la cual el
estudiante podrd adentrarse al fascinante mundo de las Matematicas.
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Palabras al alumno

Este libro de texto te servira de apoyo en la construccion de tu conocimiento mate-
matico. Las diversas actividades redundaréan en tu aprendizaje de las mateméti-
cas. Para que sepas cuales son los aprendizajes esperados durante el curso, los
encontraras indicados al inicio de cada blogue. Los blogues se conforman por
los contenidos matematicos necesarios para que llegues al aprendizaje esperado
Y, aunque en ocasiones parezca que éste no corresponde con el contenido, te
daras cuenta que es porque todos los contenidos estan estrechamente rela-
cionados, unos mas que otros. Por ello, en algunos casos, sera necesario que
estudies diversos temas para alcanzar el aprendizaje deseado.

Con la finalidad de que vayas familiarizandote con este libro, a continuacién te
especificamos su estructura que se encuentra organizada por secuencias: al ini-
cio de cada una encontraras un problema o pregunta gue te hara reflexionar y
te motivara a tratar de hallar una solucion, utilizando los conocimientos con los
gue ya cuentas. De este modo, desarrollaras tu creatividad y destreza que son
una parte fundamental de tu pensamiento matematico, y te apoyaran a deter-
minar las soluciones de los problemas.

Lo importante es que consideres todas las maneras en que puedes abordar algln
problema; investiga cuando lo necesites, intenta, prueba tus ideas y corrigelas
cuando sea necesario. Aprovecha todas las herramientas que tengas disponi-
bles. Después formalizaras tus estrategias mediante las actividades gue contiene
el libro, apoyandote con tu grupo, para que puedas aprender otros metodos y
conceptos.

Cuando hayas terminado cada bloque, deberas realizar una evaluacién que te
ayudara a saber cuales fueron tus logros de aprendizaje.

La organizacién y el disefic de este libro se planearon pensando en gue este
material didactico funcione como una herramienta para tus estudios con la que
puedas aprender y disfrutar las matematicas.
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Guia para usar este libro

Los contenidos del libro estan distribuidos en cinco bloques que, a su vez, se subdividen en tres gjes
tematicos: Sentido numérico y pensamiento algebraico; Farma, espacio y medida; y Manejo de la infor-
macion. Para diferenciar cada bloque se ha utilizado un color que permita su facil identificacion. Al ini-
cio de éstos se enuncian los aprendizajes esperados asi como las competencias matematicas. Con la
finalidad de gue ubiques facilmente el contenido matematico y lo que se desarrollara en él, al comienzo
de cada secuencia didactica se indica el titulo y el contenido correspondiente.

Cada contenido matematico incluye las secciones que se describen a continuacion, cuyo propdsito es
complementar tus conocimientos.

¥ Reactivando el saber

Seccion que presenta pequefios y sencillos resimenes
que te permiten retomar de forma répida y directa los mental ya que debes realizar modelos
conocimientos previos necesarios para el desarrollo de con material tangible (plastilina,

los contenidos. ; _ cartulina, papel, etcétera) y te permiten

— estar en contacto con tu corunidad con
la finalidad de construir y reforzar tus

Actividades que te proponen un reto
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Matematicas en el pasado

Esta seccion te proporciona informacién historica
relevante sobre la asignatura y se relaciona
directamente con el contenido que se esta tratando.
Muchos de los textos que encontraras en esta seccion
los escribieron exprofeso los autores, por lo que son
contenido especialmente disefiado para tu aprendizaje.

et ity I T
L4 “"""—N:.,u: gt B 1

-
b £
..:—-ﬂ“ T Ly

13
ﬂl i
1:
{

& @ Guia para usar este libro

Construyendo Matematicas TEEEEE
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Para apoyar las secuencias didacticas, a lo largo de los bloques se incluyen diferentes cépsulas vy se
establecen distintas modalidades de trabajo, mismas que se describen a continuacién.
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Sentido numérico y pensamiento : el - d s .
¥E — ﬂ‘ Expresen los siguientes enunciados con lenguaje matematico y contesten lo que se pide.

Patrones y ecuaCiones a} Si a un nmero positivo se le suman 3 unidades vy el resultado se eleva al cuadrado, se
obtiene 16, {de gué numero se trata?

Resolucion de problemas que impliquen el uso de ecuaciones cuadraticas b) Siaun ndmero negativo se le suman 3 unidades y el resultado se eleva al cuadrado, se
sencillas, utilizando procedimientos personales u operaciones inversas obtiens 16, éds qué nimero se trata?

¢) Si a un ndmero positivo o negativo se le suman 17 unidades y el resultado se eleva al
cuadrado, se obtiene 625, {de qué nlimero se trata? Explica cuantas soluciones tiene
este problema.

d) &éQué ndmero elevado al cuadrado da como resultado —97
W Lee el siguiente problema y responde lo que

o
E=
. licita
T se solicita. R —— 2 =
s - o ﬂ Realicen lo que se indica a continuacion.
=8 Un barco, un helicdptero y un submaring estan hacien- — _ _
£ " sn o/ (x—3F =4
'\ do una labor de reconocimiento y rescate. El barco viaja i. Ccl:nmietgn eé_ sngyieﬂte enunciado, para ello traduzcan la ecuacion ( )
i sobre la superficie del mar, el submarino se encuentra 8 Iengua)s orskano.
-1 a 150 m por debajo del barco y el helicoptero a 150 m a) Siaunnimeroselerestan_____ unidadesy el resultado se
por encima de éste. Las distancias entre los tres vehi- ¥ luego se seobtiene | {De qué ndmero se trata?

culos se pueden expresar usando ndmeros con Signo
de acuerdo a su posicién con respecto al nivel del mar. _
2. ¢Cuales de las siguientes ecuaciones son equivalentes a la del ejercicio anterior? Analicenlas

a) ¢A gué distancia del barco se encuentra el y completen el enunciado.

submarino? o =38 =2
b) é&A gueé distancia del helicéptero se encuentra R T
b k-31=2
el barco?
, ) L ¢ B—al=2
¢) ¢Qué nimeros con signo corresponden a la posicion de cada uno de los vehiculos B
respecto al nivel del mar? * laecuacidnquenoesequivalentees _ y cualquiera de las otras dos puede
Si el helich b it di & dallb interpretarse del siguiente modo: la distancia sobre la recta real entre
i el helicoptero y el submarine se encuentran a la misma distancia del barco... y es 2, por lo tanto, hay dos nimeros con esta propiedad, que son
a) ¢Qué es lo que cambia en el valor que le corresponde a cada uno? y

h) éQué es lo que tienen en comin los dos nimeros?
3. Resuelvan las siguientes ecuaciones,

a) (x+ 127 =225
b (x—-8)¢=121
¢) {(x—a)

¢) El nimero que le corresponde al barco ées positivo o negativo? Justifica tu respuesta.

i

36, en donde a es un nimero cualguiera,

4 Redinanse con un compaiiero y resuelvan los siguientes ejercicios.

a) Eleven al cuadrado los nimeros 3 y —3. éQué ocurre si en ambos casos calculan la raiz
cuadrada del ndmero que obtuvieron?

b) Hagan lo mismo con los nimeros 5y —5. &Cudl es el resultado final?

c) ¢Qué obtienen si elevan al cuadrado un ndmero x, ya sea positivo o negativo, y después
calculan la raiz cuadrada del nimero que obtuvieron? E,

d) Escriban su conclusién completando esta proposicién: /12 =

hitp:/wwaw.montereyinstitute.org/courses/ i1 SE_TEXT_RESQURCE/U10_L1 T1 text_final_es.htm
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Y- Resuelve los problemas.

1. En la figura se muestra un cuadrado de lado desconocido x; su drea es de 30 m?, éCuénto
mide el lado del cuadrado?

a) Escribe una ecuacién que te permita plantear
el problema en lenguaje matematico; después
responde las preguntas.

X

b) &£Con qué operacién puedes encontrar el valor
de x, a partir del valor de A7?

c) &Qué valor esperarias encontrar: un ndmero
entre 4y 5, entre 5y 6 oentre 6y 7?7 iPor
qué?

d) Usa tu calculadora para redondear hasta cen-
tésimos la medida del lado del cuadrado,

2. Un cuadrado tiene un drea de 36 m?; alrededor de él se desea agregar una cinta a mane-
ra de contorno para obtener un cuadrado mas
grande cuya area sea de 52 m®, {Cudnto debe
medir el ancho de esa cinta? Observa la figura
para responder las siguientes preguntas.

| 6 | x

a) Tomando en cuenta que el ancho de la cinta
es igual a x, écuanto mide cada lado del nue-
vo cuadrado?

b) &Qué valor se obtiene si ese lado se eleva al
cuadrado?

¢) Plantea la ecuacion que corresponde a este
problema y resuélvela redondeando tu res-
puesta hasta centésimos.

d) éPuede x ser un ndmero negativo?, Lpor qué?

“ Lean la siguiente historia y respondan las preguntas.
Al salir de la clase de matemaéticas, Elena le comenté a Pedro:

—El ndmero 4 tiene dos raices cuadradas gue son 2 y —2, porque 2° = 4, y también
(—2)° = 4. iEstas de acuerdo conmigo?

Pedro pensd un poco y respondid:

—Lo que yo entendi es que cuando calculas la raiz de un nimero elevado al cuadrado quitas la
raiz y el cuadrado, porque se cancelan, comoen ./ 22=20en /&5 - 5
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Elena sigui6 insistiendo.

—Entonces, é./ (-2 = —2? Yo no lo creo, porque (—2)° es 4 y ya habiamos gquedado que
S 4=2,

Para salir de la duda, decidieron preguntarle al profesor y éste les respondid.

—En matematicas es necesario tener definiciones precisas, como la siguiente:

La raiz cuadrada de un niimero no negativo es
un nimero positive o cero, cuyo cuadrado
devuelve el valor del primero.

‘f Basandote en la historia anterior, elabora con tus propias palabras un resumen que te
- permita responder las siguientes preguntas.

a) &Cual es el significado de la raiz cuadrada de un namero?

b) ¢Es posible obtener la raiz cuadrada de un nimero negativo? Justifica tu respuesta.
¢) éCudl es el resultado de ./ —9?

d) ¢Cudl es el resultado de o/ (~3)*?

*: Lean la segunda parte de la historia de Elena y Pedro.

—Pero entonces profe —dijo Elena— équé significa resolver la ecuacion 1¥ = 47, pues hay dos nu-
meros cuyo cuadrado es 4 y uno de ellos es —2.

—Es simple —respondié el profesor—. Recuerden que una raiz cuadrada siempre es positiva, y que
una ecuacion cuadratica tiene en general dos soluciones. En el caso de x* = 4, las soluciones sonx = 2
y x = —2. Por ello, es (til comprender el concepto de valor absoluto: decimos que J_ x* = I, “la raiz
cuadrada de equis cuadrada es el valor absoluto de equis”,

—Entonces la ecuacién x* = 25 tiene dos soluciones: como +/ &* = +/ 25, tenemos que Ixl = 5
y hay dos nimeros que cumplen esta propiedad; la primera solucidén es x = 5 porque 151 = 5y la
segunda solucién es x = —5 porque |- 5| = 5, —Reflexiond Pedro.

—Y la ecuacién x* = —25 no tiene ninguna solucién —dijo Elena—, pues no hay ningln ndmero que
elevado al cuadrado nos dé —25,

—Lo han comprendido muy bien —respondid el profesor.
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‘r Completa los enunciados tomando en cuenta la informacion anterior.

a) La expresién +/ x° = x es incorrecta cuando x es un ndmero _ L en
cambio la expresion »/ ¥ = x| es correcta sin importar el signo que tenga x.

b) Para resolver la ecuacion x* = 4, calculamos la raiz cuadrada de ambos miembros, es

decir JT? = ﬁ que se puede expresar mediante el uso del valor absoluto como:
. Determinamos gue los valores y son
aguellos cuyo valor absoluto es 2,

¢) De lo anterior concluimos que |a solucion de la ecuacion x* = 4 es x = 12, no porque la
raiz tenga doble signo, sino porque hay cuyo es 2.

* Realiza en tu cuaderno lo gue se indica a continuacion.
1. Analiza el planteamiento “x es un ndmero de cualquier signo, cuyo cuadrado es 25°,
a) Escribe la misma idea con una ecuacion cuadratica,
b) Aplica la raiz cuadrada a ambos miembros de la ecuacion.
¢) Escribe la ecuacion equivalente usando el valor absoluto.

d) Indica los valores de x que resuelven la ecuacion, écuantos son?

2. Sigue el mismo procedimiento para estos enunciados.
a) “z es un ndmero negativo cuyo cuadrado es 16",

b) “e es un nimero positivo cuyo cuadrado es 49",

En algunos problemas, el signo de la variable esta bien definido aunque no se diga; por gjemplo, si se
solicita “encontrar la medida del lado de un cuadrado cuya 4rea es 36 cm=", y nunca se dice de forma
explicita que el nimero que se busca es positivo, pero sabiendo que todas las longitudes son positi-
vas, €l enunciado debe entenderse como “encontrar el Unico ndmero positivo cuyo cuadrado es 36",

‘r A continuacion se muestran dos procedimientos para resolver la ecuacion (x — 3)? - 16.
Uno de ellos es incorrecto, indica cual es correcto.

Procedimiento A
Al obtener la raiz cuadrada de ambos lados resulta;

x—3 =4
luegox = 4 + 3.
Porlotanto:x = 7

a) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion?

16 @ Sentido numérico y pensamiento algebraico

Procedimiento B

Al obtener la raiz cuadrada de ambos lados resulta;
lx—31=4,
por lo tanto: x — 3 = +4,

il

Por lo que obtenemos dos ecuaciones: x — 3 =4yx — 3 = —4,

de donde se concluyequex =4 + 3 =T7obienx= -4 + 3= -1

b) ¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion?, ¢como podrias comprobar si esos valores son la
solucién?

Y Lee las problematicas y realiza lo que se solicita.

1. En una porcién cuadrada de terreno, de 15 m de lado,
se construira un jardin de césped rodeado por un cami-
no de ancho constante. éCuanto debe medir el ancho
del camino para que el cuadrado central de césped
tenga 150 m? de area?

a) Expresa el lado del césped central en términos de x
b) Expresa el drea del césped central en términos de x
¢) Establece |la ecuacion correspondiente al area

d) Resuelve la ecuacidén

2. Soluciona los siguientes planteamientos aplicando lo que has aprendido en esta leccion.
a) Encuentra aquellos nimeros cuyo cuadrado, menos 3, es 36.
b) Determina un ndmero negativo cuyo cuadrado, mas 15, es 136.

¢) Encuentra un ndmero positivo cuyo cuadrado, menos 12, es 613.

’n‘ Analicen y resuelvan los siguientes problemas.

a) Si al cuadrado de un ndmero se le resta cinco veces el mismo nimero y se obtiene 26,
ide qué nimero(s) se trata?

b) éCudles son los dos enteros cuya suma es 25 v su producto es 67

¢) El producto de dos enteros consecutivos es 6, <de qué numeros positivos se trata?
d) ¢Existe una solucién negativa?, {cudles son esos valores?

€) Dos enteros suman —2 y su producto es —3, écudles son esos nlmeros?

f) Si al cuadrado de un nimero se le suma el doble del mismo namero y se cbtiene 15, éa
qué numero se refiere el planteamiento?

g} éCuales son dos enteros cuya suma es 7 y su producto es 107
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* Resuelvan las siguientes ecuaciones cuadraticas aplicando lo que aprendieron en ﬂ A partir de sus aprendizajes, completen los siguientes enunciados y obtengan conclu- @
los problemas anteriores. ~ siones en torno a las raices de una ecuacion. g-
" . - a) Si existen dosenterosay becuyasumaes  ysuproductoes @
8 x+3x+2=0 € x'+19x + 88 =0 entonces las soluciones de la ecuacioén x* + Bx + C =0sonx = —ayx = —b.
b x22-x-2=0 fl 2 —-13x+42=0 b) Como 5 — 3 = 2y (5) (—3) = —15, las soluciones de la ecuacién a* + 2x — 15 =0
sonx = yx= i
€ ¥+x-2=0 g ¥+11x+24=0 ¢) Como5 + 4 = 9y (5) (4) = 20, entonces x = —5 y x = —4 son soluciones de la ecua-
cidén 5
di 2 +3x—88=0 h ¥*—-2x—-15=0 . i
d) Las soluciones de la ecuacién x* — 11x + 24 = 0 sonx = yx=
e} Las raices de la ecuacion x? + 10x + 25 = O sonx = yx=

* Presenten al grupo los procedimientos que siguieron para resolver las ecuaciones y

toe vonulindos obdualien: Los resultados obtenidos en este gjercicio también se llaman rai-

% ces de multiplicidad dos o raices dobles, ya que un solo va-
# En equipos, analicen, discutan y resuelvan el siguiente problema. lor representa las dos soluciones de la ecuacién. Reciben este
nombre porgue son dos nimeros que permiten que se cumpla la
igualdad en la ecuacién.

Palabra Mu

Un terreno rectangular de 4200 m?
fue cercado completamente con
260 m de malla, écuales son sus di-
mensiones?

La ecuacion x? + Bx + C = 0 notiene soluciones enteras porque no
existen dos nlmeros enteros cuya suma sea
y su producto sea

a) ¢Cudl es la expresion que repre-
senta el perimetro en términos de
ayb?

b) &Cudl es la expresién que repre-
senta el area en términos de a v
b?

¢) 4Cudl es la ecuacidn cuadratica
que se plantea a partir de los datos?

Como puedes apreciar, los resultados obtenidos en los gjercicios
anteriores son ndmeros enteros. Mas adelante, en el blogue 3,
aprenderas a resolver ecuaciones cuadraticas cuyas soluciones
no son nlmeros enteros.
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‘f Para reflexionar, realiza los ejercicios y determina las soluciones de las siguientes
~ ecuaciones cuadraticas.

a) En la ecuacidn x* — 16 = 0 se puede observar la diferencia del término cuadratico (x7)

‘I'I‘ Reunidos en parejas, realicen lo que se indica. y el término independiente (16). Expresa la misma ecuacion de tal forma que se observe
a) <Qué nlmeros resuelven la ecuacién (x — 4) (x — 3) = 0? un término cuadrético, un término lineal y un término independiente.
b) Usando la propiedad distributiva, desarrollen el producto (x — 4) {(x — 3) para plantear + + iy
una ecuacion cuadratica de la forma X2 + Bx + C = Q, equivalente a la de la pregunta
anterior. b) A partir de tu resultado establece las solucionesx = yx=______ de
¢) <Qué relacion tienen las soluciones de esta ecuacion con los coeficientes By C? la ecuacion.
d) Resuelvan la ecuacion cuadraticax’* + 7x —8 = 0 o) El resultado de la ecuacién x* — 25 = 0 es x = yx =

Resuelvan las siguientes ecuaciones. _
d} Escribe una conclusién relacionada con las soluciones de este tipo de ecuaciones cua-
a8 - 2x-36=0 dréticas.

b) 427 + 4x — 35 =0

it E . Te sugerimos leer la novela El hombre que calculaba de Malba Tahan, 2002, donde encontraras pro-

blemas y curiosidades matematicas para motivar tu aprendizaje.
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“" Observa los siguientes triangulos, agnipalos de manera que, los que tienen la misma
forma, queden juntos.
Figuras y cuerpos

Construccién de figuras congruentes o semejantes
(triangulos, cuadrados y rectangulos) y analisis de sus propiedades A
Un mundo de imagenes
Cuando queremos reconocer similitudes y diferencias entre objetos, tomamos en cuenta atribu- )
tos como forma, tamano, color, temperatura, textura, olor, sabor, sonidos, etcétera. i =k

—
o
=
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Asigna a cada atributo el sentido que te permite reconocerlo, siendo éstos la Vista (V),
el Oido (0), el Gusto (G), el Tacto (T) o el Olfato (F), y anade en los espacios vacios algunos
atributos mas:
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Tamafio . | Forma [ | Color ( | Temperatura | | Grosor [ |
Textura | | Atwral | Oor [ Sabor (| Ruido |
Brillo f :I Opacidad [ \ Posicién f ﬂ- Comparen su clasificacion con las de algunos de sus companeros y respondan las

siguientes preguntas.
Quiza, la vista es el sentido al gue mas recurrimos para reconocer el mundo en el que vivimos.

; i i vl
 Observa las siguientes figuras y determina si son iguales o diferentes. Escribe sobre S eAlabneRon Todae iaé: hismoe el aross

las lineas lo que se solicita. b) &Alguien calcd y recortd los triangulos? Intenten hacerlo,
. . Son Tienen igual pero diferente ¢) &Alguien midié angulos yfo lados? éComo son los lados y angulos de los triangulos que
* Conecta con una linea las figuras que tienen la misma forma. Posteriormente, responde

tienen la misma forma?
| Son Tienen igual pero diferente " lo que se solicita.

d) {Alguien usé una estrategia diferente? Describanla.
Son Tienen igual pero diferente

| Son Tienen igual pero diferente

* Comparen sus respuestas con las de otros companeros.

Son Tienen igual pero diferente

a) ¢Codmo decidiste que tienen la misma forma?

Como te habrasj, _dado cuenta, ',O?' conceptc_as igual y diferente” pueden ser confusos. F_’or E E b) ¢Qué significado le darias a la frase “tienen la misma forma"?
eso, en mateméaticas, hay definiciones precisas que tienen que ver con la forma de los obje- | . ] . :
tos, dejando de lado el color, la posicién o la orientacién de los mismos. - . ¢) ¢En qué son diferentes los triangulos que no relacionaste? Justifica tu respuesta.
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En segundo grado aprendiste el concepto de figuras “congruentes”, para recordarlo diremos que: dos 2. Observen y comparen los siguientes cuadrilateros.,
figuras son congruentes si tienen la misma forma y tamano. En un lenguaje mas preciso podemos
decir que:

-
S
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@

Dos figuras son congruentes si es posible hacerlas coincidir
girandolas o volteandolas de alguna forma conveniente.

Es decir, son congruentes cuando tienen la misma forma y tamano, sin importar su posicién, orien-
tacion o angulo de inclinacion.

Asi como existen figuras congruentes, las hay también semejantes. En la actividad anterior, écudles

pares resultaron congruentes? Las siguientes figuras no son congruentes, _ |
pero todas son semejantes entre si. F G F F
a) ¢Podrian decir que son figuras a escala? &Por qué?
@\\ b) Definan con sus propias palabras el concepto de figuras a escala,
—'R:.g_‘&i
“' Descubre las diferencias que hay entre las figuras anteriores. Escribe sobre la linea la ¢) ¢Podrian ampliar o reducir a EFGH para hacerlo coincidir con EF'G'H™? Expliquen su
letra de las figuras que cumplan con lo que se indica. respuesta,
a) Tienen distinto tamano (que N): d) ¢Podrian decir que EFGH y E'F'G'H” tienen la misma forma? Argumenten su respuesta.

b) Tienen distinto angulo de inclinacién (que N): "n‘ La idea de reproduccion a escala es clave para entender por qué dos figuras tienen la

¢} Tienen distinta orientacién (que N): misma forma. Analicen y respondan las siguientes preguntas.

" a) {Consideran que dos figuras a escala tienen la misma forma, aungue se encuentren
W Realicen las siguientes actividades para que descubran qué significa que dos figuras giradas o volteadas? Expliquen su respuesta.

Heaes “ta. mismn fonne’ b) éExisten dos figuras de igual forma, peroque no esténaescala? _______ (Por qué?

1. Observen el tridngulo ABC, cépienlo sobre cartulina y recortenlo. A continuacion, tracen el
triangulo A"B°C’, que sera una ampliacidn de ABC, usando un factor de crecimiento de 1.5
y también recortenlo.

c) ¢éExisten dos figuras que estén a escala, pero gque no tengan la misma forma? Expliquen
C SU respuesta.

d} Para afirmar que dos figuras tienen la misma forma, ées suficiente encontrar un fac-
tor de escala que las iguale en tamano y que las haga coincidir, ya sea voltedndolas
o girandolas? Argumenten su respuesta.

e) Si dos figuras no coinciden, pero tienen la misma forma éserd cierto gue una de ellas es
una ampliacién de la otra? Justifiquen su respuesta.

A

B

a) ¢Consideran que ABC y A'B'C” tienen la misma forma? éPor qué? %Cmrtan sus argumentos con el grupo y escriban conclusiones respecto a la validez
Eﬂ E‘ o no del siguiente enunciado:

I

=

“Ser figuras a escala es lo mismo que ser figuras con la misma forma”

b) éla forma de las figuras cambia si las giran, las voltean o las modifican de color? Justifi-
guen su respuesta.
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Como resultado de la actividad anterior, se puede afirmar que dos figuras tienen la misma forma si
A% Usen los triangulos que recortaron en la actividad anterior para realizar los si- existe proporcionalidad entre cada segmento de una figura y el segmento correspondiente en la otra
guientes ejercicios. (puede ser un lado, una diagonal, un didmetro; o la distancia entre dos puntos cualesquiera de una

2 : x A : o ra, siempre que se compare con la distancia entre los dos puntos correspondientes de la otra).
1. Observen el triangulo ABC, copienlo sobre cartulina y recortenlo. A continuacion, tra- fig pred P P P )

cen el tridngulo A'BC”, que serd una ampliacién de ABC, usando un factor de creci-

i 1' Observa las figuras y realiza lo que se solicita.
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Medidas de los lados
B’C‘- = —
CA” AB°
BC _ cA _
/ CA AB = \
2. Comparen las razones entre los lados del triangulo ABC, con los del tridngulo ABC". ~ = e

RS BT CHA
a) Deduzcan el factor de ampliacién &, calculando los cocientes a8, "BC ¥ Ca .
Usen el factor para escribir las relaciones A'B" = kAB, BC = kBCyCA = k CA,

a) <Coémo son las longitudes de los segmentos AB, BC, CD y DA con sus correspondientes
AB, BC’, C'D"y DA™ éSucedera lo mismo con todos los segmentos correspondien-

b} Usando las relaciones anteriores, calculen y simplifiquen los cocientes, tes de las figuras? Justifica tu respuesta.
s s B 5o CAF . REA b) Encuentra al menos dos segmentos del rombo que no tengan el mismo tamano que sus
B | kBC JCA T hCA oy R correspondientes en el cuadrado.

c) Determina si la siguiente afirmacion es correcta: Dos figuras tienen la misma forma, si algu-
nos segmentes de una son proporcionales a los correspondientes en la otra. Argumenta tu
respuesta.

Observen lo que ocurre con el factor de escala k, al encontrarse en el numerador
y en el denominador.

c) Comparen las proporclones entre los lados —— s:: s
o -, <& que reportaron en la tabla,

ac CA
CA ' AB

con las proporciones ) o
4% Apdyense en las figuras para que realicen lo que se solicita.

d) ¢Qué pueden concluir con relacién al factor de escala y la proporcidn entre los a) Escriban en las figuras (ll) y (Ill), las &
lados del triangulo? letras de los puntos correspon-

dientes.

3. Completen la siguiente tabla y comparen las razones entre los lados de los cuadrilate-

ros EFGH y E'F'G'H" anteriores. b) Son congruentes: v .,
Medidas de los lados ¢} Son Semejanes: y \k
d) éPor qué siendo congruentes, no A
puede decirse que son iguales? n ) (1)

Expliquen su respuesta.

‘m' A continuacion se presentan las definiciones formales de semejanza y congruencia, es-
cribanlas en sus cuadernos con sus propias palabras y ejemplifiquenlas con dos figuras
semejantes y dos congruentes.

Dos figuras son semejantes si para cada punto de una, es posible encontrar el punto correspondiente
en la otra, y la distancia entre dos puntos cualesquiera de una de las figuras es proporcional a la
distancia entre los puntos correspondientes de la otra.

Dos figuras son congruentes si para cada punto de una, es posible encontrar el punto correspon-
diente en la otra, y la distancia entre dos puntos cualesquiera de una de las figuras coincide con
! « la distancia entre los puntos correspondientes de la otra.

a) <Qué relacién hay entre las medidas de los segmentos de un cuadrilatero y sus
correspondientes en el otro?

b) éQué relacidon hay entre las razones de los lados en un cuadrilatero y sus corres- E
pondientes en el otro? j
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Una maquina que agranda

Los proyectores clasicos de cine basan su funcionamiento en una lampara que emite luz muy potente,
la cual atraviesa una pelicula transparente en donde estan las imagenes. Los rayos de luz viajan en
linea recta y proyectan la imagen sobre una pantalla plana que se encuentra ubicada mas adelante.
El efecto de proyeccion se obtiene trazando lineas rectas a partir de un punto, multiplicando asi todas
las distancias por un determinado factor. A partir de la siguiente imagen se puede apreciar facilmente
que el efecto de proyeccién es, en realidad, un método para hacer reproducciones a escala.

En el plano, este procedimiento es conocido como homotecia y es una transformacién gue multiplica
el tamafo sin cambiar la forma, es decir, no altera las proporciones que hay entre los puntos de las
figuras, por lo tanto, écémo son las figuras transformadas con una homotecia respecto a la original?

a) Escribe cuatro pares de figurassemejantes: ___y__,_y__ ., y__,__y__ .
b) Escribe algunos pares de figuras congruentes: ___y ., y__, __y__.

Para esta secuencia didactica te sugerimos la lectura El misterioso jarrén muitiplicador de Mitsumasa EI
Anno, 2007. '
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El teorema de Tales

A Tales de Mileto se le considera el primer filosofo de la historia y el
mas famoso de los Siete Sabios de Grecia. Herodoto cuenta que
Tales predijo el momento en el que sucederfa un eclipse solar cerca
del afio 585 a.n.e., y dio una explicacion cientifica del fenémeno.
Se dice que fue el primero en dividir el afo en cuatro estaciones y
en 365 dias. También se le atribuye haber realizado la medicién de
la piramide de Keops, midiendo la longitud de su sombra en el mo-
mento en gue la sombra del propio Tales igualaba su estatura; esta
idea es consecuencia de lo que hoy se conoce como teorema de

Tales, que asegura:

* Observa la siguiente figura, analizala y responde las preguntas.

Fales deiNlalete

(G2 5wy, e

“una familia de rectas paralelas que
cortan a dos rectas determinan en ellas
segmentos proporcionales”

Tales sabia que la luz del Sol llega a la
Tierra en forma de rayos paralelos y eso
le permitié aplicar su teorema al proble-
ma de medir la altura de la piramide.

Fuente: Pérez, Sergio, 2013.

Las paralelas verdes cortan a la recta horizontal en los puntos marcados con 1, 2, 4, 7y 10, y determi-
nan en la recta oblicua los puntos a, 2a, 4a, Ta y 10a. Las paralelas rojas cortan a la recta horizontal
en los puntos 1, 2 y 3, y determinan en la recta oblicua los puntos b, 2by 3b. £Como es la distancia
de 0 a 3b con respecto a la distancia de 0 a b7, &como es con respecto de la distancia de 0 a 267

a) Usaunareglagraduadaen milimetros paraverificar que ladistanciaentre Oy 7Taes 7 ve-
cesladistanciaentre Oya, yqueladistanciade Oa 10aes 5vecesladistanciade Oa 2a.

b) Mide las distancias que corresponden y calcula las siguientes razones.

dist(2,10) distQ7) dist{4, 10)

dist(2a, 10a) dist©Ta) distida, 10a)

c) <Qué observas de las razones? éCuales son tus conclusiones?
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W Realiza lo que se solicita a continuacion.

En cartulina o papel grueso traza un friangulo cuyos lados midan 4, 8 y 10 cm; recortalo y
marca con un punto azul el vértice donde se unen los lados que miden 4 y 8 cm. Divide cada
uno de esos lados en mitades y cuartas partes; une los puntos trazando segmentos paralelos
al lado gue mide 10 cm, tal como se muestra en la figura.

g8cm
a) ¢Cudnto crees que mida cada segmento trazado?
b} Tomna las medidas de los segmentos ¥ compéaralas con el lado que mide 10 em.
¢) Si tomamos 10 cm como la unidad, équé fraccion de ésta corresponde a cada
segmento?
d) éPor gué crees que obtuviste estos resultados?

Relacion del teorema de Tales con la homotecia

Si se tiene un tridngulo AOC y se quiere reducir en una ra- A
z6n dada, digamos %, es posible trazar una recta paralela
al segmento CA que pase por &l punto medio de AD.
&Qué permite asegurar que esa paralela cortara al seg-
mento OC en su punto medio?

Si nombramos A" al punto medio de 0A y C” al punto

donde esa paralela corta al segmento OC, descubrirernos [ &

que se ha formado un triangulo A'OC" y que sus lados
A0y OC’ miden la mitad de los lados AO y OC, respectivamente. Dicho de otro modo:

A0 oc
Si4? ==, entonces 9" =5~y como los &ngulos de ambos tridngulos son iguales se tiene
que L AOC =2 A0C, 2 OCA =2 0CA y 2 CAO = £ CAO de donde obtenemos que
CA*
c::qa —
gl

‘“" Con base en el argumento anterior respondan lo que se solicita a continuacion.

a) <Consideran que el argumento anterior es valido para cualquier razén gue se tome,
sea menor o mayor que 1? Justifiqguen su respuesta.

b) Lean la conclusién del argumento anterior para responder la pregunta.

Toda recta paralela a un lado de un triangulo forma con las rectas que pertenecen a los otros
dos lados un nuevo triangulo semejante al primero (con excepeion de aquella paralela que pasa
exactamente por el punto de interseccion de los otros dos lados).

¢Por gué es necesario hacer una excepcion a la conclusion?
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*I Observa las figuras y explica si es cierto o no que las figuras A B'C, D' EF'G" y
H'TJ'K'L’ son proporcionales a ABC, DEFG y HIJKL, respectivamente. Justifica tu
respuesta.

Puesto que el teorema de Tales asegura que una familia de rectas paralelas que cortan a dos rectas
determina en ellas segmentos proporcionales, resulta interesante como aplicacién de este teorema,
poder dividir cualguier segmento en una razén dada, para ello basta con cruzar adecuadamente el
segmento con un haz de paralelas.

* Aplica el teorema de Tales.

En la grafica que se muestra, el punto X esta divi-

diendo al segmento AR en cierta razon, a primera
vista desconocida.

a) El segmento wvertical AB° también

== MW B Wn
e
<

esta dividido por X° en una razén que

es més evidente, dada por el co- y 1
ciente 4L- (Cusl es esa razon? O “/

b) Para aplicar aqui el teorema de Tales, identifica y menciona cual es la familia de rectas
paralelas

c) Identifica y menciona cuéles son las dos rectas que esta familia cruza
d) Decide, por lo tanto, en qué razon esta dividiendo X al segmento AB:

http:/www.librosvivos.net/smtc/homeTC.asp?Tem
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Explicitacion de los criterios de congruencia
y semejanza de triangulos a partir de construcciones
con informacion determinada

éDonde esta el cuadrito?

El popular juego conocido como “rompecabezas” consiste en mover piezas y acomodarlas de
manera que se forme una imagen, una figura, etcétera. Esencialmente, al mover una pieza le
estamos aplicande una transformacion rigida, que ya sabemos que no altera su forma ni su
tamano, por lo tanto, el area de cada pieza no cambia al ser movida. A continuacién, te pre-

; sentamos un rompecabezas muy interesante.
Algunas veces nuestros ojos nos enganan. Creemos lo que vemos y suele suceder que

lo que vemos nos da una idea equivocada de las cosas. A esto se le denomina “ilusion
dptica” o “efecto visual™. Un ejemplo de ello es cuando en medio del desierto o una )
carretera muy calurosa, se perciben charcos de agua en el suelo, pero en realidad no Para crearlo necesitas un rectangulo de 13 cm de

estan alli. ¢Alguna vez has experimentado ilusiones épticas?, écudndo? base por 5 cm de altura, dividido en piezas como
se observa en la figura a escala.

* Sigue las indicaciones para construir el rompecabezas y responde lo que se solicita.
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1. Recorta el rectangulo y separa las piezas;
ahora sigue algo en verdad extrario.

* Realiza las siguientes actividades. 2. Reorganiza las piezas para formar nueva-
mente el rectdngulo como aparece en la siguiente figura, pero équé ha ocurrida?

1. Marca con una (S) la figura que es semejante a la que se encuentra en el pizarron.

9 & 6 &
THEREEERE

3. Un centimetro cuadrado se perdid, lo unico que hicimos fue reacomodar las piezas,
entonces donde esta el cuadrito?

a) Existe algun par de figuras que sean congruentes. Enciérralas en un circulo.
2. El tridngulo amarillo se construy reflejando, girando y aplicando una homotecia al tridngulo ## Discutan en tomo a lo que ha ocurrido y justifiquen sus respuestas.
rosa, por lo tanto, ambos triangulos son semejantes.

ﬂ Observen cuidadosamente las tres piezas triangulares.

a) ¢éCuél es el factor de homotecia que se aplicd?
1. ¢&Son tridngulos semejantes?, épor qué?
b) Calcula cudnto mide el lado que se pide en el tridngulo amarillo.
; 2. Los triangulos azul, verde y rojo del rompecabezas parecen tener la misma forma, sin
¢) <¢En que proporcion se encuentran los lados adyacentes senalados en cada triangulo? E E embargo, ¢como saber si esto es cierto o sélo lo parecen a simple vista?, écomo verificar
i ’ si los tridngulos tienen la misma forma aungue sean de diferente tamano?
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Criterios de semejanza
ﬁ‘ Realicen lo que se indica a continuacion y determinen los criterios de semejanza.

1. Comparen los tres angulos de los tridngulos anteriores, écdmo son entre ellos?

a) Una vez comparados los angulos, épedrian afirmar que son triangulos semejantes? Jus-
tifiquen su respuesta.

b} Escriban una generalizacion del resultado anterior.

c) Seguramente, observaron que si en dos triangulos sus dngulos correspondientes tienen
la misma medida, entonces los triangulos tienen la misma forma (aunqgue pueden tener
diferente tamano).

Criterio de semejanza de triangulos (AAA): Si dos tridngulos tienen los mismos angulos, entonces son
triangulos semejantes.

4Serad necesario comparar los tres pares para verificar que son tridngulos semejantes?

d) &Cuanto vale la suma de los tres angulos internos de cualquier triangulo? Si se conoce
la medida de dos de los tres angulos de un triangulo, éserd necesario medir el tercero?,
épor qué?

e) Tormando en cuenta sus resultados, escriban una versidn del criterio de semejanza de
triangulos anterior que incluya menos datos.

Primer criterio de semejanza de triangulos (AAA):

2. Observen las siguientes parejas de triangulos y comparen la longitud de sus lados.

4cm
25acm

25cm

3cm

a) Las pargjas mostradas, irepresentan tridngulos semejantes? Justifiquen su respuesta,

4 cm

b} éExiste alguna relacién entre las medidas de los lados de cada pareja de tridngulos? E
Expliguen su respuesta. |
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3. Las medidas de los siguientes triangulos son 2 cm, 1.5 cmy 2.5 cm en el tridngulo pequeno,
y4cm, 3emy 5 em en el tridngulo grande.

escala 1:1

a) Dividan las longitudes de los lados correspondientes de los triangulos, es decir -3-, 13-3 y éf's.
&Cémo es la razén entre cada pareja de lados?

k) Dado lo anterior, épueden afirmar que los tridngulos son semejantes? ¢Como son las
medidas del tridngulo grande con respecto del pequeno?

¢) Utilicen este criterio para comparar los tres tridngulos de la actividad anterior. £Son
semejantes? Expliguen su respuesta.

d} éQué condicidn debe pedirse a los lados de dos trnangulos para garantizar gue son se-
mejantes?

Escriban el segundo criterio de semejanza de tridngulos (LLL):

4. Observen las siguientes paregjas de triangulos.

135°  2u

y -
2u__'
2u
4u &y

1.66 u

a) A partir de los datos proporcionados, determinen qué tridngulos son semejantes y por qué.

b) éQué deben cumplir los lados y angulos para que los triangulos sean semejantes?
¢) A partir de sus argumentos, redacten el tercer criterio de semejanza.

B- Tercer criterio de semejanza de tridngulos (LAL):
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5. Sitienen dos tridngulos y conocen la medida de dos de sus angulos y la longitud del lado que
los une, &qué criterio deben cumplir para que los tridngulos sean semejantes?

a) Tracen tantos tridngulos como consideren necesario para justificar sus repuestas.

b) Escriban el cuarto criterio de semejanza de triangulos (ALA):

¢) ¢Qué diferencia encuentran entre el tercer y cuarto criterio de semejanza?

El misterio del cuadrito perdido

El efecto visual que provocan las figuras del rompecabezas del inicio hace suponer que para los tres
triangulos la inclinacion de la diagonal es la misma (otra manera de decir que son semejantes), pero
no es asi. En el siguiente ejemplo se hace una exageracion de lo que ocurre con las figuras gue pre-
sentamos inicialmente; aqui puedes observar lo que en realidad sucede,

¥ observa ambas figuras, en las que las piezas aparecen con distintos acomodos, y
responde lo que se solicita.

a) <Coinciden los lados superiores de los triangulos verde y rojo con la diagonal del rectan-
gulo principal?

b) &4Cual es el drea faltante en la primera figura?

¢} <&Cudl es el area faltante en la segunda figura?

d) ¢Cémo explicas el hecho de gue no coincidan?

A Revisen el extraiio caso del rompecabezas inicial, observen los triangulos rojo, verde y
azul que en él aparecen.

1. ¢Son figuras semejantes? Expliquen su respuesta.
2. Comparen las razones entre los lados cortos de los tres tridngulos y las razones entre los
lados largos y completen las tablas.

Cocientes entre los lados largos |

Cocientes entre los lados 0:{'.';!11?!?._1
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a) i{Consideran que los tres triangulos tienen la misma forma? Justifiquen su respuesta.

b) Ahora calculen los cocientes que les permitan medir la pendiente en cada triangulo; para
ello, dividan la longitud del lado corto entre la longitud del lado largo.

Pendientes de los triangulos

-

Tridngulo azul |

Triangulo rojo Triangulo verde

Pendiente =

¢) ¢lLa pendiente es igual en los tres triangulos?

A simple vista, |a diferencia es casi imperceptible, pero el criterio de los cocientes es muy claro, si los
cocientes no son iguales, los tridngulos no son semejantes. Lo que aparenta ser la diagonal del rec-
tangulo no es una linea recta, ya que en la primera figura se tiene un punto por debajo de la diagonal
y en la segunda figura se tiene un punto por encima de la misma.

5]

2 34567 8 910111213

Y

44
34
2 4
14

123 45 67 8 92 10111213

La explicacion del “misterio del cuadrito perdido” se dio en las dos figuras que aparecen en la activi-
dad anterior; la situacion es la misma, pero en el rompecabezas inicial las figuras son tan parecidas
que, a simple vista, no es claro que no son semejantes.

E ﬂ Utilicen los criterios de semejanza para argumentar si los tridngulos del rompecabezas

son semejantes y justifiquen sus respuestas.

Figuras y cuerpos @ 35
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En las actividades anteriores trabajaste con la aplicacion de los criterios de semejanza de triangulos,
Medir el diametro del Sol £como podrias establecer que dos tridngulos son congruentes sin tener que calcular todas sus me-
. ; : . didas?

Hasta el dia de hoy resulta humanamente imposible volar hasta el Sol y rodearle con una cinta
para medirlo, entonces ¢como es posible conocer sus medidas? Mas aun, ¢como podemos * Analicen las preguntas, respondanias y realicen lo que se solicita.
calcularlas si no contamos con naves espaciales ni trajes que nos permitan acercarnos a é1? ) _ _ ) ) _

_ o . _ 1. éCudl es la diferencia entre el concepto de semejanza de triangulos y congruencia de
Con lo gue has aprendido hasta ahora puedes calcular una buena aproximacion del diametro tridngulos?

solar. Descubre ¢c6mo en la siguiente actividad. = : : _ :
2. Con los criterios de semejanza de tridngulos se establece cuando dos tridngulos tienen la

Construyendo Matematicas

ﬂ Realicen la siguiente actividad en un dia soleado. misma forma pero no necesariamente el mismo tamano, équé se necesita pedir en cada
1. Consigan una tarjeta de cartulina y héganle una perforacién de 1 mm. Uno de uste- uno de los criterios para garantizar esto Uitimo?
des sostendra la tarjeta a la altura necesaria para que la luz que pase a través del 3. ¢&Es posible reformular cada uno de los criterios de semejanza para garantizar que dos trian-
agujero enfoque un circulo perfecto sobre el suelo. Una vez conseguido esto, el otro gulos son congruentes? Justifiquen su respuesta.

companero marcara el diametro de la imagen solar que se ha

proyectado y medird la altura a 1a que se ha colocado la tarjeta 4, Reformulen los enunciados presentados en la primera columna para obtener los criterios de

De preferencia, busquen la forma de fijarla sobre un par de vari- congriencia.
llas paralelas (agujas de tejer o palitos redondosy largos) sobre las “ _ = .
cuales se deslice, para que sus medidas sean lo més precisas Criterios de semejanza de triangulos  Criterios de congruencia de
posible.
\ / de Ius ladas de un méngulo AB'C’ con
% / los lados con'espondlau'mes de un tridngulo
% ABCsorrigualas, entonces AB'C" y ABC
\ ><" son tridngulos semejantes.
Vil
N Si los tridngulos AB'C” y ABC tienen un Segundo criterio de congruencia (LAL)
‘angulo comdn y las razones entre los lados
mcenws a ese 4ngulo son iguales en
2. Observen el esquema anterior, &ste es suficiente para mostrar que la razon entre el ~ambos tﬁénwbs, entonces A'B'C” y ABC
diametro solar (d,) y la Unidad Astronémica (UA) es igual a la razén entre el diametro son tridngulos semejantes.
de la imagen (d) y la altura de la tarjeta (h).
d, d, Tercer criterio de congruencia (ALA)
T Si los triangulos . ABC'y ABC tienen dos A
angulos iguales y el lado comun a ellos es
a) ¢Por qué se puede afirmar lo anterior? mmna" gﬁtﬂnﬁﬂa_-ﬁi_ﬂ' 'C YdBa son
) q p ‘ tridngulos semejantes.
b) Utilicen esta relacién para calcular el didametro del Sol. Comparen sus resultados '
con el de sus companeros.

¢) Justifiquen que el calculo del diametro solar realizado implica una situacién de

semejanza de triangulos.
: B ‘ﬂ\ Expliquen por qué es importante justificar las conclusiones obtenidas usando la logica

matematica.

' ' 'ﬁ!t Validen sus resultados y argumentos con el resto de sus compaiieros y con el profesor.
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Manejo de la informacién

* A partir de los conocimientos adquiridos, resuelve los siguientes problemas.

1. Una mujer que camina por la calle mide 1.50 m de estatura. En determinado momento del Proporcionalidad y funciones

dia su sombra mide 2 m, mientras que la sombra de un poste mide 4.40 m, écudl es la
altura del poste? =

|
o
=]
(=3
=
m

Analisis de representaciones (graficas, tabulares y algebraicas)
que corresponden a una misma situacion. ldentificacion de las

? gue corresponden a una relacién de proporcionalidad
2

sl 4 71 Seguramente has notado gue en los periédicos, en las revistas, en las noticias de tele-
= v 3 ) visién, etcétera, para presentar informacién que relaciona dos cantidades algunas veces
- ——— § se utilizan tablas de datos, diversos tipos de gréficas o incluso relaciones algebraicas.
ﬁ"‘ g <Por qué crees gue existen tantas formas de representar una misma situacion? Cual
. ) . . o . forma de representacion crees que sea mas conveniente utilizar? Menciona tres situa-
2. Se quiere conocer |a distancia entre dos puntos de una bahia, pero no hay forma de mediria direc- 1] ciones en las que hayas visto aplicadas las diversas formas de representacién de datos.

tamente, lo mas que se ha podido hacer es construir un sistema de triangulos semejantes y medir
algunos lados. Determina la distancia buscada con base en la informacién que se proporciona.

* Observa la informacion y responde lo que se solicita.

En la siguiente tabla y grafica se presenta la talla en centimetros de un nifio mexicano, en relacion
con su edad en meses.

Ganancia de Estatura de un nifo
desde su nacimiento hasta los 36 meses

MDDO m

ol
lnater) fem)

. _ L 'f o~
650 m 700 m

L ]

| 2 | ! | :
P 1 ] 1 1 |
| I 1 1 I

e 2 I 1 1
800 m : 3 1 1 1 :
1 I 1 1 |
| 4 I I | |
3. Luisa desea saber la altura del edificio en donde vive a partir de su propia altura, que es 1.5 m, 1 5 663 : 15 76.4 : 2 81.5 : 35 865 |
para lo cual ha recordado su clase de fisica, en la que aprendié que los rayos de luz que inciden : 6 Gol 16 el % el w6 6 :
en un espejo se reflejan con un angulo igual al de la incidencia. Entonces, Luisa puso un es- : ? g2, 1 LT A N :
pejo en el suelo a 3 m del edificio y ella se coloc6 de tal forma que pudiera ver la parte mas ) 8 7050 18 780 1 2 830 I
alta de éste reflejada en el espejo, esto es, a 0.5 m de distancia. Ay(dale a Luisa a conocer L2 ey 8 mayE BBV o g

la altura del edificio.

a) ¢A qué edad, entre el nacimiento y los 3 afos, un nifio crece mas rapido?

b) ¢Entre el nacimiento y los 3 meses, en qué periodo el nifo gana estatura de manera
proporcional a su edad?

¢} En promedio, écudnto mide un nifio al nacer? éCuénto mide al afo?
d

L

<Cuantos meses deben transcurrir, para que un recién nacido crezca la tercera par-
te de lo gue crecerd en 36 meses? &Cuantos meses pasaran para que alcance otra
tercera parte? ¢Cuédntos meses transcurriran para que el nifo crezca el (itimo tercio?

{ E E,—; M Discutan con sus compaineros qué les fue mas Gtil para responder las preguntas: la
3m 05m ' ‘ tabla o la gréfica. Justifiguen sus respuestas.
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* Observa la figura formada por una familia de tridngulos semejantes y completa lo que
se pide.

En este ejemplo, la altura de cada triangulo mide el doble de su base. Usando esta relacion,
completa el siguiente enunciado: si un tridngulo de esa familia tiene base 4, su altura sera

; sl otro triangulo tiene altura 16, su base seré : etcétera. Podrias gene-
ralizar afirmando que si un triangulo cualquiera de la familia tiene altura x su base sera
; 0 en forma equivalente, que si su base es y, su altura serd

En este caso, éla relacion existente entre la altura vy la base de los tridngulos es pro-
porcional? Para determinar el valor de la altura, conociendo cuanto mide la base, la
constante de proporcionalidad es , mientras que la constante de propor-
cionalidad que determina la medida de la base conociendo la altura es

ﬂ% Senalen cuales de los siguientes enunciados muestran una rela-
cion de proporcionalidad (p) entre las variables y cuales no (np).

1. Las distancias que recorre un auto que viaja a velocidad constante, en relacion con los tiem-
pos que tarda en hacer cada recorrido

2. El peso de las personas, en relacion con su estatura

3. La cantidad de pintura que se requiere para pintar varios muros, en relacidn con
suU drea

4. Los pesos de varias bolsas que tienen canicas del mismo tamario, dependiendo de la canti-
dad de canicas que hay en cada bolsa

5. La estatura de las personas, dependiendo de sus edades

6. La estatura, de distintas personas, dada en centimetros, cuando se convierte
apulgadas — .

7. Los precios de varios articulos en pesos mexicanos cuando se convierten a dolares

‘ﬂ_‘ Usen la informacion de cada tabla para calcular una constante de proporcionalidad y
completar los datos que faltan.

1. Las longitudes de varios objetos, medidos en centimetros y en pulgadas.

4 4
- 2 = 8 La constante
de proporcionalidad
es:
o lg =
4 10 25 1 plg cm
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2. Ladistancia recorrida por un vehiculo gue vigja a velocidad constante, en el tiempo indicado:

Kilometros 0 340 | 500 750 La constante
(km) de
proporcionalidad
es:
Horas (h) 2 5 15 1h= km

*' En los siguientes ejercicios, determinen una constante de proporcionalidad adecuada.

1. Para preparar 3.5 kg de helado se requieren 0.95 kg de azlcar, {cudnto helado puede pre-
pararse con kilo y medio de azicar?

a) Constante de proporcionalidad
k= —
cantidad de helado ¢

]

15k=____ .

b) Para calcular la cantidad de helado que se T ke
puede preparar con una cantidad conocida - -
de azlcar, équé constante de proporciona-

lidad usarian, =22 ¢ 327

- . 857 [ 0L, q IR ——
¢) Si se quiere calcular la cantidad de azi-

car necesaria para preparar una cantidad

deseada de helado, basta multiplicar ésta Ehelado
por una constante de proporcionalidad. 1 kg
En este caso icudl de las dos constantes g v 3 o

debe usarse?
2. Un jardinero poda un césped de 120 m*® en 20 minutos.

a) &Cuénto tardard en podar un césped de 420 m*?
proporcionalidad?

&Cual es la constante de

b) Tracen la grafica que relaciona las dos variables,

¢) Usen la gréfica para conocer aproximadamente el drea de césped que podria podar en
media hora el mismo jardinero,

--l.---l----l_---:---J-_-J---J_--J.---J.---
i ]
] ] i i i (] i i i
] 1] 1 1 1 ] 1 1 1
ecssbacssbhcacstkhacacscsdlasdeacsdacncsdacadacadaca
) ) I I L] () I 1
i (] i i [ (] i i i
L] L] Ll 1 1] ] 1 ] ]
e PRy SR ey e [y SRS ST PORITIe PRIPERITES ST SO0 e nrt
) ] I I L] ) I 1 ]
] (] ] 1 ] L} | 1 1
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3. Si 200 g de arroz proporcionan alimento para 4 personas, la constante = 50 es un A Calculen los ingredientes necesarios para preparar 250 sandwiches de jamén, sabiendo
factor de ampliacién que sirve para calcular, por gjemplo, cuanto arroz se necesita para ali- que en una ocasion, se utilizaron las siguientes cantidades para preparar 7.
mentar a 25 personas. Reciprocamente, el factor 222 = 02 es un factor de reduccién que

sirve, por ejemplo, para saber cuantas personas pueden alimentarse con 2300 g de arroz.

a) ¢Cuanto arroz se necesita para alimentar a 32 personas?

b) {Cuéntas personas pueden alimentarse con 750 g de arroz?

4. Sélo una de las siguientes graficas corresponde a una familia de tridangulos semejantes y por
lo tanto a una relacién proporcional. Identifiquen con una (P) la que consideren correcta:

« 1jitomate
= | aguacate
Y » 7 hojasde lechuga
y - 3 cucharadas de mayonesa
~y - 4 chiles en vinagre
. +decebolla

X
M
¥ - Ay
>
a) ¢Cudles son las cantidades necesarias de cada ingrediente?
aY [ ]
b) éCuantas constantes diferentes usaron para resolver el problema?
[ ] ,ff ¢) ¢Cuantas y cuales de ellas fueron factores de ampliacién? Expliquen sus respuestas.
-
s d) ¢Cuéntas y cudles fueron factores de reduccidn? Justifiquen su respuesta.
il
5. Califiguen como falsa (F) o verdadera (V) cada una de las siguientes afirmaciones. e) ¢Cuéntas y cuéles no fueron ni de reduccion ni de ampliacién? Argumenten su respuesta.

a) La grafica de una relacidn proporcional es cualquier curva que pasa por €l origen. ()

b) La gréfica de una relacion proporcional debe ser recta, aunque no pase por el origen. () f) ¢Cuénto de cada ingrediente se necesita para preparar cero sandwiches?

¢) La gréfica de una relacién proporcional debe ser recta, y debe pasar por el origen. () g) Si duplicas la cantidad de sandwiches, ése duplica la cantidad de todos los ingredien-

6. Completen los siguientes enunciados. tes?, Lqué sucede si la triplicas?

a) Si dos variables se relacionan proporcionalmente, cuando una de ellas tiene valor cero, la
otra_________ ysiuna de ellas crece o disminuye multiplicada por una constante,
la otra también 0 multiplicada por

b) Lo anterior significa que la grafica de dos variables que se relacionan proporcionalmente No lo olvides, cuando dos cantidades se relacionan pro-
es una _ gue necesariamente pasa por : porcionalmente:

¢) Sixy yson dos variables con relacién proporcional, y x,, ¥, son dos valores particulares + Siuna de ellas es cero, la otra también.
conocidos, la constante :— sirve para calcularel valorde _ conociendo el . e v da il Lo i
de___ yviceversa, si se conoce el valor de ¥, ¥ quiere calcularse el valor de E H unade ellas se duplica, la otra tambien.
X,, puede usarse la constante . ; '
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Funcioén lineal Representacion tabular y algebraica de relaciones
de variacién cuadratica, identificadas en diferentes
situaciones y fendémenos de la fisica, la biologia,
la economia y otras disciplinas

Es bastante comun ver en las taquerias tablas como la que completaras a continuacion.

—
o
=
=2

=

aa}

® “Taqueria Don Manuel"
Cantidad § Precio pCantidad | Precio j Cantidad
2 {426 & 10 {$130 2
w
3 7 11 1 iCuantas veces te has encontrado en situaciones donde el célculo de superficies es
-E necesario? Seguramente, tus familiares y tl en alguna ocasién se han preguntado cual
4 b4 12 ) es la superficie de la pared que desean pintar, cuanto material hay que comprar para
"3’ remodelar el piso de una habitacién, o qué dimensiones debe tener un terreno para ocu-
s 65 g 13 |$16° &l par la mayor superficie en casa habitacién. {¢Recuerdas qué calculos han realizado para
resolver este tipo de preguntas?
@ L~

.t. Basandote en los datos de la tabla responde las siguientes preguntas.
1. éCudl es la relacion que se establece entre los datos de la tabla?
2. &Cudl es el precio de cada taco? ﬂ Realicen las siguientes actividades,
Y

3. Utiliza tu resultado para saber cuénto costarian

17 tacos. 1. Observen la secuencia que se incluye a continuacion y respondan las preguntas.

1 2 3 4 7
b) éQué total a pagar corresponde a 21 tacos?

¢) &Cuéntos tacos pueden comprarse con $60? Denotando con I, L, £, ... las longitudes de los lados y con a,, a,, a., ... las éreas de los cuadrados.

4, Establece una relacion algebraica, de la forma
t = px, en donde r es el total a pagar y x es la
cantidad de tacos de un pedido. éCudl es el
valor de |a constante p, y cudl es su significado?

5. Traza la gréfica de la funcién lineal
r = px, para valores de x entre 5 y 15. Luego,
extiende hacia ambos lados la grafica.

6. Observa tu grafica y responde lo siguiente:

a) <JPasa por el origen?

d) ¢Cémo cambiarfa la gréfica si el precio por taco aumentara a $157 éDejaria de pasar a) ¢&Se relacionan las variables ! y @ en forma proporcional? éPor qué?
por el origen? éCreceria mas rapido o mas lento? .

b) &éQué valor toma a cuando ! = 77

c) &Cudl serd el drea de un cuadrado de lado [ = 9?

d) éCuénto vale a cuando ! = n?

E, &) ¢Qué le ocurre al area cuando el lado se duplica? &Y cuando el lado se triplica?
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2. Observen la grafica correspondiente al problema de los cuadrados y completen la tabla. 5. En un experimento, se deja caer una pelota desde distintas alturas h (medidas en
3. Observen la gréfica y la tabla del ejercicio anterior para responder las preguntas. metros) y s registran los tiempos ¢ (medidos en segundos) que tarda en llegar @ piso.

Los resultados que se obtuvieron estén reportados en la siguiente tabla y las posiciones que

al tenia la pelota en el aire se muestran en la figura, a intervalos de 0.35 segundos aproxima-
| / damente.
200
150 _ - 1 /r/ |
100 & 1 = | iﬁiﬁﬂ 225
3 N ‘ 50 | 60
50 _ | . A
i e o e = = | -
s e 2.828 | 3.464

~y

0 2 34 356 7 8 9101112131415

a) ¢Se relacionan las variables I y a en forma proporcional? éPor qué? ‘

b) ¢Se relacionan las variables /2 y a en forma proporcional? Justifiquen su respuesta,
c) &Cudl es la constante de proporcionalidad? ‘

4. Para pintar una mampara cuadrada, de lado [ expresado en metros, se necesitan distintas
cantidades ¢ de pintura, expresadas en mililitros. Analicen y completen la tabla correspon-
diente a este problema.

15

a) Completen la tabla, calculando los cuadrados de ambas variables y redondeando a cifras
enteras.

20000 b) Grafiquen cada uno de los puntos (1,4) de la tabla y conéctenlos con una curva suave.

[
E

a) ¢Se relacionan las variables i y ¢ en forma
proporcional?

b) éCudl es la constante de proporcionalidad?

¢) ¢Qué cantidad de pintura se necesita por
metro cuadrado?

*} Observen la tabla, la grafica y la figura de la actividad anterior y respondan las preguntas.

a) Al observar la imagen de las pelotas cayendo, ¢cémo se hace evidente que la altura no
es proporcional al tiempo?

b) ¢Es r proporcional a #*? Si es el caso, encuentren la constante de proporcionalidad.
¢) ¢(Es h proporcional a °? Si es el caso, encuentren la constante de proporcionalidad.

d) Escriban una férmula para calcular ¢, cono-
ciendo .

d) Usen la constante de proporcionalidad que encontraron para deducir una férmula que les
e) Tracen la gréfica correspondiente a los valo- permita calcular la altura (en metros) a partir del tiempo (en segundos).
res entre O y 10 metros del lado del cuadra-
do. Cologuen ¢ en el gje de las ordenadas

v [ en el gje de las abscisas.

g) La férmula de caida libre de los cuerpos sobre la superficie terrestre establece que
=%g:2. en donde g es la aceleracién de la gravedad. Calculen el valor de g que se usé
para generar los datos de la tabla.
f) ¢éCuénta pintura se necesita para pintar una
mampara rectangular de 4 m > 10 m?

@ f) Deduzcan la formula inversa, es decir, la que permite calcular el tiempo gue se tarda en
' llegar al piso un objeto que se deja caer desde una altura determinada.
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ﬂs Redinete con un compaiiero para que realicen las siguientes actividades.

a) Calculen los tiempos que tardarian en llegar al piso lunar objetos que se tiran desde las
alturas que se establecen en la tabla. Tomen como base la aceleracién de la gravedad
lunar indicada.

En la Luna, g = 1.6 m/s?

b) <Cuénto tiempo tardaria en llegar al piso lunar un objeto que se deja caer desde una
altura de 12.8 m?

¢} <Desde qué altura debe soltarse un objeto para que tarde 10 s en llegar al piso lunar?

d) Observen gue aun cuando la Luna es mas pequefa que la Tierra y la aceleracion de la
gravedad lunar es mas peguena gue la aceleracién de la gravedad terrestre, la relacion
entre alturas y tiempos es del mismo tipo, es decir, cuadratica en ambos casos. ¢Cudl es
la constante de proporcionalidad entre 4 y £ en cada escenario?

"W Resuelve el siguiente problema.

Un obrero pintd varias lozas cuadradas, de diferentes dimensiones, aplicando en cada loza la misma
cantidad de manos de pintura. Los costos en pesos de la pintura utilizada en las placas, dependiendo
de la medida del lado de cada una en metros, se muestran en la tabla.

Longitud de lado _ 25 32

$3750 $6144

Costo (%)

a) Determina el costo de pintar un metro cuadrado.
b) ¢Cuénto costaria pintar una loza cuadrada de 22m de lado?

¢) Establece una férmula, para calcular el costo C que implica pintar una superficie cuadra-
da de lado /.

d) Sise gastaron $4374 en pintura para cubrir una loza cuadrada, {qué dimensiones tenia
la loza?

#g Argumenten y validen sus respuestas.

48 @ Manejo de la informacién

3

En la segunda columna de la siguiente tabla se muestran algunos valores obtenidos a partir de Ia
funcidn cuadratica y = 722

f Analiza los datos presentados en la tabla y deduce un procedimiento para calcular los
valores de la tercera y cuarta columnas.

A comparen sus procedimientos y justifiquen la validez de ellos.
Seguramente observaste que los valores de la tercera columna se calcularon del siguiente modo:

112 -28 _ 343 -112
2=—31-3 ==
448 — 343

mientras que los valores de la cuarta columna se obtuvieron al realizar las operaciones:

7 T;_f ‘ = 1085_477 ;
(ﬂ‘ A partir del procedimiento planteado, realicen lo que se solicita.
a) Calculen los valores que faltan en la tabla y escribanlos en las celdas correspondientes.
b) ¢Tienen alguna relacion los valores de la cuarta columna, con la funcién cuadrética?
c) Las variables x y y no se relacionan en forma proporcional, pero x y d, si son proporcio-
nales. Para demaostrarlo, calculen la constante de proporcionalidad entre éstas.

“i'; Intercambien con el resto del grupo y con el profesor sus resultados y argumentos.
~ Validen sus respuestas.
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*' A partir de lo aprendido, realiza la siguiente actividad.

Los valores de la siguiente tabla corresponden a una funcidn cuadratica de la forma y = kx2, en
donde la constante k no es evidente,

4.2 53 6.5 81 e} 98

88.2 | 14045 | 211.25

a) Calcula los valores de d, y d,.
b) ¢Cual es el valor de la constante &?
c) Usa el valor que encontraste para calcular los valores de y que faltan en la tabla.

ﬁ Analicen y resuelvan el siguiente problema.

A esferas de distintos radios se les aplico un recubrimiento especial, cuyo precio unitario es de p pe-
s0s por centimetro cuadrado. El costo del material C aplicado de acuerdo a la longitud del radio de la
esfera se registré en la siguiente tabla. Determinen el precio unitario de un recubrimiento industrial.

r {cm) i i i 8 9 12 13

2770.89 | 361912 | 4580.45 | 8143.03 | 9556.75

a) Investiguen la férmula para calcular la superficie S de una esfera de radio r.
5=

b) Si el material se vende a razén de p pesos por centimetro cuadrado, escriban la férmula
gue permite calcular el costo total del material cuando se aplica sobre una esfera de
radio r. C =

¢) Completen la tabla, calculando las diferencias d, y d,.

d) Determinen el valor de la constante k de la relacion cuadratica C = k2.

e) Calculen el precio unitario del material aplicado. Expliguen el método que utilizaron.

f) <Cudnto costaria aplicar el mismo recubrimiento a una esfera cuyo radio mide 17 cm?

m Con el apoyo de su profesor validen sus procedimientos y resultados.
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A las variables d, y d, se les llama diferencias divididas; d, son las primeras diferencias divididas y d,,
las segundas diferencias divididas.

‘m‘ Realicen las siguientes actividades.

1. A partir de los datos gue se proporcionan en la siguiente tabla, determinen el valor de la
constante k que corresponde a la relacion y = kx?.

24 | 96 | 150 | 216 864

2. Una vez que determinaron el valor de la constante &, calculen los valores faltantes de y.

1000
900
800
700 /
600
500 A
400 /
300
200
100

. =T ’T

=5 0 5 10 15 20 25

3. Observen la grafica correspondiente a los puntos (x,y) de la tabla anterior y grafiquen los
puntos faltantes.

a) <Observar la gréfica de una coleccidn de puntos, permite saber si la relacién entre las
variables es proporcional o es cuadratica? Justifiquen su respuesta.

b) éQué elementos o caracteristicas de la grafica podrian indicarles si la relacién es
proporcional?

¢) 2Como identificarian si la relacidon es cuadrética?

d) Al calcular diferencias divididas, équé aspectos indican que dos variables se relacionan
cuadraticamente?, équé aspectos indican que la relacion es de tipo proporcional?

E E’ m Validen sus respuestas con el apoyo del profesor.

=¥ o
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* Realiza lo que se solicita para cada una de las tablas.
1. Determina si la relacion presentada en la tabla es de tipo proporcional o cuadratica.

2. Calcula el valor de la constante k que permite expresar el valor de y mediante alguna de las
expresiones y = kx oy = kx?,

3. Usa en cada caso la expresion gue generaste para calcular los valores faltantes.

a) Relacion 1
x 12 15 16 17 32 55 61
Yy 36 45 51 96 165
b) Relacion 2
3 4 6 7 8 10
225 40 80 160
2 5 6 15 21 D
=75 —108 —675 =325

* Intercambien sus ideas y conclusiones para completar los enunciados.

1. Es posible reconocer que la relacién en-

yectoria que describe un proyectil sujeto a la
fuerza de gravedad.

2. Una vez que se ha identificado que la relacion es
cuadrtica, de la forma y = kx?, el problema se

tre dos variables es cuadratica si al graficar- @
las se obtiene parte de una curva llamada :
semejante a la tra- %
*
1

reduce a determinar el valor de la constante £, lo
que significa que las variables Y
se relacionan proporcionalmente. Al comparar los valores de las variables se puede obtener
el valor de la constante, de igual forma que en los problemas de proporcionalidad.

3. Otra forma de identificar gue la relacion entre dos variables es lineal o cuadratica, es

calculando las primeras y segundas diferencias divididas, entonces la constante k es la

dividida cuyo valor es el mismo en toda la tabla. Si ninguna de

las diferencias divididas gueda constante, entonces la relacién entre las variables no es
ni

% Con el apoyo de su profesor validen sus argumentos y resultados.
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Nociones de probabilidad

Conocimiento de la escala de la probabilidad.
Analisis de las caracteristicas de eventos complementarios
y eventos mutuamente excluyentes € independientes

Seguramente alguna vez has jugado al volado.

= Antes de tirar la moneda ées posible saber lo que va a salir?
» (Es posible tener una estrategia que te permita ganar siempre?

« (Podrias seguir alguna estrategia que te brinde mayor probabilidad de ganar?,

écual?
* Para ti, &qué es la probabilidad?

2000ane’  1000an.e

—___ 1

Hace unos cuatrocientos afnos, Antoine Gombaud (también
conocido como El caballero de Méré), experto jugador de
la corte francesa y aficionado a las matematicas, sugirié
a Blaise Pascal el problema de la division de la apuesta,
pregunténdose: “En un juego de azar, en el que deben ga-
narse cinco partidas para ganar la apuesta, si el juego se
interrumpe cuando uno de los jugadores ha ganado tres y
el otro ha ganado cuatro, ¢écémo debe repartirse la apues-
ta?". Este planteamiento derivado del ocio, sirvié de pre-
texto para una serie de cartas entre Pascal y Pierre de Fer-
mat, ambos matematicos profesionales. De esta discusion

e he Eesmiat

{51 G =16 57

surgid el estudio formal de la probabilidad, gue hoy en dia es sumamente Gtil en muchos
campos del conocimiento, pues estudia precisamente aquellos fendmenos en los que no

puede saberse a ciencia cierta qué es lo gue ocurrira.
Fuente: Pérez, Maximo, 2013,

probabilidad?

Ahora que conoces la anécdota de las cartas entre Pascal y Fermat, équé entiendes por

Bloque 1
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El juego del siete

‘ﬁ' Lean las instrucciones del juego de dados llamado el juego del siete y respondan
~las preguntas.

Objetivo: Adivinar el resultado gue se obtendré en una tirada de 2 dados.

Nimero de jugadores: Tres (uno de los integrantes del equipo sera el banco)

Material:

» Una tabla como la que se muestra
a continuacién, dividida en tres
secciones

* Dos dados.

+ Una bolsa con 100 frijolitos que,
aproximadamente, posee el banco.

Instrucciones:
1. El banco reparte a cada jugador 5 frijolitos.

2. Cada jugador debe adivinar si la suma de 2 dados estara entre 2 y 6 (bajos) o entre
8y 12 (altos). Colocara uno de sus frijolitos en alguna de las casillas. La casilla Siete
esta prohibida para los jugadores.

3. El jugador que representa al banco tira los dados. Los jugadores que hayan atinado
al resultado recuperaran su frijolito y recibirdn uno extra como ganancia. El banco se
quedara con los frijolitos de aguellos que no atinaron. Siempre que salga 7, el banco
se gueda con todo.

4. El juego termina cuando alguno de los jugadores llegue a 10 frijolitos o cuando alguien
los pierda todos.

a) Antes de realizar el juego respondan {qué creen que sea mas probable obtener
bajos, altos o siete?

b) Durante el juego, registren los resultados que se obtienen en cada vuelta utilizando
una tabla como la siguiente; para ello, cologuen una rayita (tarja) cada vez que se
obtenga un resultado.
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ﬁm partir de su experiencia en el juego anterior realicen lo que se solicita para conocer
~ la probabilidad de cada evento.

1. La probabhilidad empirica (también llamada frecuencial o experimental) se obtiene dividiendo
la cantidad de veces que ocurrié un evento entre el nimero total de veces que se tiraron los
dados. Completen la siguiente tabla con los resultados experimentales del juego.

Eventos Nimero de veces que ocurrio Probabilidad

2. Otra manera de medir la probabilidad de un evento es analizando los posibles resultados sin
realizar &l experimento. A esto se le llama probabilidad tedrica. Completa la siguiente tabla
escribiendo en los recuadros la suma de los dados, tal como se hace en los ejemplos.

" 2 E i) - E 1) = agd

3. Utilicen los resultados anteriores para completar la siguiente tabla. Recuerden que la fre-
cuencia relativa se obtiene dividiendo las frecuencias absolutas entre el total de posibles
combinaciones.

Frecuencia relativa
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a) &¢Cual es la probabilidad de los eventos: bajos, altos y siete?
b) Comparen sus resultados con los obtenidos de manera empirica.

¢) Comparen sus resultados de probabilidad empirica y tedrica con lo que pensaban que era
mas probable antes de realizar el juego.

d) éCreen que el juego es justo para todos los jugadores? (Por que?

e) {Qué creen que ocurrird con la cantidad de frijolitos de los jugadores después de jugar
muchas veces?, {qué sucedera con los frijolitos del banco después de multiples partidas?

Recuerda que al dividir los eventos favorables entre los eventos posibles obtendras un nimero posi-
tivo entre O v 1. De este modo, la probabilidad de ocurrencia de un evento cualquiera puede com-
pararse con la probahilidad de cualquier otro, pues los limites O y 1 son la escala de la probabilidad.

El lenguaje de la probabilidad

En este momento es importante poner en claro algunos conceptos clave relativos
a la probabilidad. Para ello, pensaremos en el ejemplo de tirar un dado.

Evento simple. Se trata de un posible resultado de un experimento aleatorio. Un evento simple en
el giemplo es obtener 3.

Evento mutuamente excluyente. Se trata de un evento que resulta de agrupar eventos simples y
se verifica cuando ocurre cualquiera de los eventos simples que lo forman. Un evento mutuamente
excluyente posible en el ejemplo de lanzar un dado es “obtener 1 0 6",

Eventos independientes. Dado un evento mutuamente excluyente cualquiera, su evento indepen-
diente es otro evento mutuamente excluyente formado exactamente por todos aquellos eventos
simples que no pertenecen a él, En el gjemplo de tirar un dado, el evento independiente de “obtener
numeros pares” es “cbtener numeros impares”,

Tirar un dado

Tirar un dado

Tirar un dado

Evento Tirar un dado

mulamente
excluyente:
abtener

Evento independiente:
obtener2,3,405

Evento independiente:
obtener nimero impar

No son independientas No son indepencientes
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*I Contesta las siguientes preguntas.
1. éCuéntos eventos simples existen al lanzar un volado con una moneda?
2. Menciona tres eventos simples posibles al lanzar un dado.
3. Menciona dos eventos compuestos al lanzar un dado,
4, Describe el evento complementario a los eventos gue se muestran a continuacion.
a) Obtener 1 o 3 al lanzar un dado.
b) Obtener un ndmero mayor a 4 al lanzar un dado.
5. Piensa en el juego del 7. Los eventos bajos y altos éson complementarios?, cpor qué?

% Validen sus respuestas con la guia del profesor.

El intercambio de regalos

Mariana y sus amigos organizaron un intercambio de regalos. Para decidir como intercambiarlos es-
cribieron sus nombres en papelitos, y decidieron elegirlos de manera abierta con el siguiente método:
una persona saca un papelito y hace pareja con la persona cuyo nombre esté escrito, entonces los
dos papelitos se eliminan de la urna.

A Mariana le gustaria que le saliera Bruno o Alfredo, porque los dos son muy simpéticos y ella sabe lo que
le gusta a cada uno; en definitiva no le gustaria que le saliera Omar porque no se llevan nada bien; de los
demas, preferiria que no le salieran, aunque en caso de gue no le saliera alguno de sus favoritos estaria
contenta de regalarle a Andrea que es su mejor amiga 0 a Miguel que en realidad no le cae tan mal.

Mariana hizo un dibujo como el de abajo para indicar sus posibilidades.

a &
g-
o9

Andrea vio el dibujo y le preguntd a Mariana: £Cuéntas paregjas diferentes podemos formar?

W Realiza las siguientes actividades.

1. Completa la grafica de Mariana asegurandote de que cada posible pareja esté representada
por una linea con flechas.
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2. Cada una de estas posibles parejas es un evento simple. éCuantas parejas diferentes se
pueden formar? Escribelas todas en la siguiente tabla:

En su libreta, Mariana escribid:

Los que no quiero
gque me salgan

Los que guiero
gue me salgan

Los que ya no
me pueden salir

—Yo primero —dijo Valeria, y se acercé a la uma.

—Como hay ocho papelitos, la probabilidad de que saque a Bruno o a Alfredo es de % —Mariana le
dijo a Andrea en voz muy bajita.

—O0 sea - amiga, no me preocuparia mucho.

Valeria sacé el papelito que decfa Ximena.

—;_I_-Iay que sacar también el papelito de Valeria porque ya tiene pareja —dijo Andrea.
',f Actualiza la tabla de Mariana a partir de los datos anteriores.

Los que quiero
que me salgan

Los que no quiero
que me salgan

Los que ya no
me pueden salir

a) Explica el procedimiento que seguiste.

Se les llama eventos excluyentes a aquellos que no pueden ocurrir simultaneamente. Por ejemplo, si
ya ha salido la pareja Ximena-Valeria, ya no pueden salir las pargjas Mariana-Ximena o Mariana-Va-
leria.
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Se llaman eventos independientes a aquellos en los que la aparicién de uno no afecta la probabilidad
de otro. Si se tira un dado azul y sale 6, la probabilidad de sacar 5 en un dado rojo sigue siendo -é y
no se ve alterada por el resultado del dado azul.

Z'_h A partir de lo aprendido, resuelvan el problema.

Si en una urna se tiene una bola blanca y una roja, y se saca la blanca, éla probabilidad de sacar la
roja se ve afectada? Justifiguen su respuesta. éEstos eventos pueden considerarse independientes?,
por qué?

{tj Lee la continuacion del intercambio de regalos y completa la informacion que se solicita.
—~Ahora le toca a Alfredo —dijo Valeria, organizando como siempre.

—Quedan 6 papelitos, la probabilidad de que Alfredo no saque el papel con tu nombre es alta —
Andrea le dijo a Mariana. Alfredo
sacd el papelito y ile salid Andreal

Los que quiero Los que no quiero Los que ya no

Manaﬂa no habia calculauo par\a que me salgan que me salgan me pueden salir

nada esa posibilidad y Andrea...
bueno, Andrea mucho menos.

—Ni modo—dijo Mariana en
voz bajita—, hay que cambiar el
apunte otra vez —y sonrié para

que Andrea supiera que no habia
ningdn problema.

a) ¢Qué parejas fueron excluidas al salir Alfredo-Andrea?

h) <Cual es ahora la probabilidad de que Mariana saque el papelito que dice: Bruno?

c) ¢Cudl es la probabili- Los que quiero Los que no quiero Los que ya no
dad de que Mariana gue me salgan que me salgan me pueden salir

no saque el papeli-
to que dice: Omar?

—Tu turno —dijo Valeria mirando
a Mariana.

Mariana cerr6 los ojos y tomd el

papelito... iOh!, funesto destino, —iOmar! &Por qué Omar, si habia una alta probabilidad de que no
saliera é1? (Si hubiera un millén de papelitos en la urna y entre ellos uno solo de Omar, seguramente
le tocaria a ella).

Andrea tachd los nombres en la libreta de su amiga.
—Bueno, a Miguel le toca con Bruno —dijo Valeria.
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Espera —respondid Andrea— Miguel tiene todavia que sacar un papelito y existe una probabilidad de
que se saque a si mismo, de modo que tendriamos que hacer todo otra vez.

A partir de aqui, vino una discusién, algunos decfan que eso no era practico y que ya estaba decidido,
otros mas recordaron las reglas del juego.

d) ¢Cual es ahora la probabilidad de que Miguel sague su propio nombre?

e) A final de cuentas, el sorteo no se repitid y todos tuvieron claro que el resultado habia
sido justo. éCdmo se resolvid el problema?

Y respecto al intercambio, ese dia Mariana le dio a
Omar un suéter, pero Omar le regald un retrato de

ella que hizo a lapiz y desde entonces le cayé me- @
jor, de hecho descubri6 que aparte de talentoso, se
veia bien con el suéter.

Mariana entendié que por muy poco probables que
fueran las cosas, si habia una pequedita posibili-
dad de que algo ocurriera no hahia que descartarla.
—iNunca se sabe amiga! —Ile dijo a Andrea.

El espacio muestral

En el problema de calcular las probabilidades de dis- Ximena
tintas parejas para Mariana, es conveniente identificar

la cantidad diferente de parejas que pueden formarse vy la
probabilidad de que cada una de ellas ocurra. En el caso que

estamos estudiando, la cantidad total de parejas puede representarse y calcularse con una grafica.

En esta gréfica, cada posible pareja estd indicada con una linea. Dos personas unidas representan
una posible pareja; es decir, un elemento del espacio muestral. Asi, Mariana-Valeria es un elemento
del espacio muestral.

* Responde las siguientes preguntas.

a) éla pareja Mariana-Mariana es un elemento del espacio muestral de parejas? Justifica
tu respuesta.

b) Haz una lista que contenga todos los elementos del espacio muestral de parejas. ¢Cuén-
tos elementos tiene este espacio muestral?

c) &¢Como puedes calcular facilmente cuantas posibles parejas hay?
d) &Cudl es el espacio muestral en el problema del juego del siete?
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H

‘n‘ Calculen la probabilidad que se solicite en cada caso,

1. Recuerden que no esta permitido gue alguien saque su propio nombre, éCuél es la probabi-
lidad de que Mariana sea su propia pareja?

2. Si quisiéramos saber la probabilidad de que Mariana hiciera pargja con Bruno, Alfredo, An-
drea o Miguel, debemos saber que 4 de los papelitos son favorables a Mariana v 3 no lo son,

de modo que la probabilidad es %.

a) ¢Qué probabilidad habia inicialmente de que a Mariana le tocara intercambiar con un
nifo?, &4y qué probabilidad con una nina?

bl £Qué probabilidad habia inicialmente de que Mariana intercambiara con Andrea?

¢} <Qué probabilidad habia inicialmente de que a Mariana le tocara intercarnbiar con Bruno
o con Alfredo?

El espacio muestral de un experimento es el conjunto de todos los posibles eventos que pueden re-
sultar. En el juego del siete, los eventos simples son los posibles resultados de sumar dos dados; los
eventos compuestos son “bajos”, “altos” o “siete”,

La probabilidad de un evento se puede conocer de varias maneras, pero siempre debe ser un ndmero
comprendido entre O y 1. La probabilidad de un evento imposible serd O y la probabilidad de un even-
to seguro sera 1. La suma de las probabilidades de todos los eventos debe ser siempre 1.

Los enfoques mas comunes con los que se analiza en probabilidad son:

Probabilidad tedrica

Se estudia el espacio muestral para determinar los casos posibles y se calculan |as probabilidades de
los eventos mediante |a division de los casos favorables entre los casos posibles, es decir:

P(E) =

en donde P(E) representa la probahilidad de un evento, » es |la cantidad de casos favorables y m es
la cantidad de casos posibles.
Probabilidad empirica

Es una aproximacion a la probabilidad tedrica, determinada por los resultados obtenidos en un expe-
rimento. Se calculan las frecuencias relativas de cada uno de los eventos. Resulta de gran utilidad
cuando no se tiene acceso al espacio muestral.
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* Analiza el experimento de tirar tres monedas.

Recuerda gue los eventos simples como ASA (Aguila en la primera moneda, sol en la segunda y 4guila
en la tercera) se agrupan en eventos compuestos que los contienen, tales como “obtener dos aguilas
y un sol".

1. Para cada evento compuesto de la siguiente tabla identifica:
a) Los eventos simples que lo forman
b) La probabilidad de que ocurra
c) Los eventos complementarios

Eventos o ;
Evento simples Probabilidad compleme

Tresé‘g.uilasc

Que salga un Aguila y dos

Dos aguilas : soles (ASS, SAS, SSA),
yunsol AAS, ASA, SAA o bien, todas las caras

iguales (AAA, 555)

2. Une con una linea roja los eventos compuestos que resulten mutuamente excluyentes y con
una linea azul log que sean complementarios.

Que haya exactamente dos aguilas.

Que haya exactamente Que las tres caras obtenidas
dos soles. sean iguales.

Que dos caras sean iguales
y una diferente.

Para saber més sobre otros ejemplos de problemas de eventos mutuamente excluyentes, consulten

en su Biblioteca de Aula o Escolar: “Juego sucio” en Una ventana a la incertidumbre de Carlos Bosch E

y Claudia Gérmez, 2003; y Esa condenada mala suerte de Kjartan Poskitt, 2001.
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Analisis y representacion de datos

Diseno de una encuesta o un experimento e identificacion
de la poblacién en estudio. Discusién sobre las formas de elegir
el muestreo. Obtencion de datos de una muestra y busqueda
de herramientas convenientes para su presentacion

Estadistica descriptiva

La estadistica es una herramienta que permite estudiar datos y manejarlos de manera
adecuada para tomar decisiones fundamentadas en los nimeros.Imagina la situacién
del director de un centro de salud gue quiere implementar un programa que tome en
cuenta las caracteristicas de la poblacién de su comunidad, para ello se pregunta si:

a) ¢Se trata de una poblacion formada por familias que viven en el campo?
<Se trata de una poblacién formada por familias que viven en la ciudad?

b) élas familias cuentan con un promedio de 3 a 5 hijos?
élas familias cuentan con un promedio de 1 a 2 hijos?

¢) <Sus ingresos provienen de tutores que migran para trabajar en otro pais?
¢Sus ingresos provienen de tutores que tienen empleo estable y remunerado en la
poblacién en la que viven?

d) élos trabajadores realizan trabajo fisico extenuante?
¢lLos trabajadores realizan labores que implican pasar mucho tiempo sentados?

Selecciona una opcion para cada una de las preguntas anteriores, mismas que fueron
planteadas por el director de un centro de salud. Con base en ellas, elige una de las
siguientes estrategias de atencién para beneficiar a la poblacién.

1. Un programa que dé prioridad a padecimientos como el dengue y la desnutricion, que cuente
con un esquema de vacunacion; que proporcione informacion sobre planificacion familiar;
gue cuente con capacidad para atender pacientes en situaciones de emergencia sin historial
médico preciso y que tenga un buen abastecimiento de medicamentos.

2. Un programa que prevenga e informe sobre problemas de obesidad, estrés y padecimientos
cardiacos; que cuente con un historial meédico preciso de cada paciente; que recomiende
rutinas de ejercicio diario y que tenga convenios con hospitales privados para canalizar a sus
pacientes con especialistas.
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ﬂ- Discutan las razones por las que seleccionaron una estrategia determinada, y respon-
dan épor qué es importante conocer y manejar informacién de manera adecuada antes
de tomar una decision?

W Analiza la siguiente situacién y responde las preguntas

En un centro de salud al que asisten 20 familias, se desea estudiar el nimero de hijos que tiene cada
una. Al realizar una encuesta se obtuvieron los siguientes datos:

3,3,2,0,1,4,32,51,2,2,3,0,2,3,2,1,1,3
a) &Cudl es la poblacion que se va a analizar?, écuantos elementos componen a la poblacion?
b) ¢Cudél es la caracteristica de la poblacion que se desea estudiar?

Cada uno de los datos obtenidos corresponde a la caracteristica elegida, y esté asociada con un
elemento de la poblacién. El tamano de la poblacién que analizamos es un dato sumamente impor-
tante. Para referirnos a él utilizaremos la variable n. Como en este ejemplo tenemos 20 datos, la
variable toma un valor de n = 20,

* Observa los datos de la siguiente tabla y responde las preguntas.

Numero de Frecuencia Frecuencia Frecuencia F. relativa

hijos f{x) relativa [ (x) acumulada F(x) acumulada F (x)
0 | 2 0.10 0.10

4 0.20 6 0.30

6 0.30 12 0.60

6 0.30 18 0.90

ik 0.05 19 0.95

i 0.05 20 1.00

a) <Con cudl variable se representd al ndmero de hijos en las familias?, équé valores puede
tomar esta variable?

b) ¢Qué representan los datos mostrados en la segunda columna?

c) A partir de los datos de la segunda columna, écodmo se pueden obtener los datos de las
otras tres?

Como habrés notado, la variable x slo puede tomar valores en los nimeros naturales y de ningin
modo tormara valores fraccionarios. Este tipo de variables son conocidas como variables discretas y
se obtienen generalmente por conteo.

De la tabla anterior se pueden obtener cuatro graficas distintas que dependen de x.

La primera de ellas, correspondiente a la frecuencia f1v), la cual a cada valor de x le asocia un ndmero na-
tural, y la suma de todos los valores da n, écudntas veces aparece cada uno de los posibles valores de 1?7
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11 1 1 6
147 150 153 156 159 1.62
Estatura de la madre:y

(=]

147 1.50 153 156 1.59 1.62
Estatura de la madre: y

La gréfica de la frecuencia relativa, f(x), s una funcién que a cada valor de x le asocia un ndmero
entre Oy 1, en la que la suma de todos los valores dara 1.

La grafica de F(x), es una funcién que a cada valor de x le asocia un nimero natural que ird crecien-
do hasta igualar el tamano n de la poblacién.

Finalmente, F (x), es una funcién que a cada valor de x le asocia un nimero positivo que ira creciendo
hasta llegar a 1. Observa que los valores de las frecuencias relativas corresponden directamente a por-
centajes. En la gréfica de frecuencias relativas acumuladas, F (x), puede verse que el 90% (0.9} de las
familias tiene menos de 4 hijos.

W Realicen la siguiente actividad.

Si destacamos como caracteristica la estatura de la madre de familia, estariamos ante una variable
continua que puede tomar cualquier valor y que se obtiene por medicién.

Observen los valores obtenidos, completen la tabla y las gréficas correspondientes,

1.47, 147, 148, 1.49, 1.50, 1.51, 1.51, 1.53, 1.53, 1.53,
1.54, 1.54, 1.54, 1,85, 1.56, 1.56, 1.57, 1.57, 1.59, 1.60
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Frecuencia fiy)

"

Estatura de la Frecuencia

madre (y) A )

Frecuencia
relativa f(x)

Frecuencia

acumulada F(x) acumulada F (x

F. relativa
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1. éla estatura del 50% de las madres que asisten al centro de salud esta por debajo de qué
valor?

2. ¢Cudl es la mediana del conjunto de estaturas?
3. &Qué porcentaje constituyen las madres que miden mas de 1.56?

Un ejercicio de imaginacion

@ Realiza la siguiente actividad.

Piensa en una jaula con aves. Define claramente el tamanio, los colores, la forma de la jaula y sus
habitantes; en tu cuaderno dibuja y colorea con detalle lo que imaginaste.

Una vez que ta y tus compaiieros hayan hecho sus dibujos, seleccionen una de las si-
guientes opciones para analizar la cantidad de aves en el dibujo.

Opcion 1

Trabajen con una tabla del tamafio que sea necesario; si hay 36 alumnos, habrs 36 elementos en
los que podremos identificar la caracteristica “cantidad de aves en el dibujo”.

Opcion 2

Organicense en equipos seglin como estan sentados y elijan al azar 20 dibujos. Es importante que la
eleccién sea al azar, pueden hacerlo sacando 20 papelitos donde aparezcan los ndmeros de lista de
todos los comparieros. Recuerden que “al azar” no significa “el que sea”, sino que “todos tengan la
misma probabilidad de ser seleccionados”.

1. Una vez que han seleccicnado una opcion de trabajo, elaboren una tabla con los datos ob-
tenidos, como la que se muestra a continuacion.
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2. Realicen en su cuaderno las graficas correspondientes a flx), f,(x), F(x) y F,(x). :
Mi encuesta

ﬂ’neunidos en equipo, soliciten al profesor de primer grado que les preste una lista
de su grupo y realicen la siguiente actividad.
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a) Identifiguen la moda (si es que hay solo una), la mediana y el promedio de la “cantidad
de aves”.

b) ¢Cual de las tres medidas de tendencia central que acaban de identificar resume mejor

) e - Seleccionen al azar a cinco alumnos (los cuales deben ignorar los resultados de tu investiga-
la “cantidad de aves” imaginadas por los alumnos de su grupo?, épor qué?

cidn grupal) y soliciten que realicen el gjercicio de imaginar y dibujar una jaula con aves. Esta
seleccion recibe el nombre de muestreo aleatorio.

c) <Qué conclusién obtienen con respecto a la cantidad de aves imaginadas por ustedes v
sus companeros? 1. Indiquen a los alumnos gue deben definir claramente el tamano, los colores y la forma

de la jaula y de sus habitantes.

d) Utilizando la gréfica de F (x), identifiquen la cantidad de aves que divide en dos grupos : .
2. Ahora, analicen los cinco dibujos y completen la siguiente tabla.

del mismo tamano los dibujos de los alumnos. Comparen su resultado con la mediana
del conjunto.
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Diferencia con la Frecuencia relativa
Persona que Namero mediana del niimero Color de de ese color

ﬁ Supongan que ahora interesa analizar la variable “color de las aves”, respondan las hizo el dibujo de aves de aves obtenida en Ing aves aves obtenida ¢
siguientes preguntas. mi grupo mi grupo

a) ¢Esta variable es de tipo numérico?, équeé dificultades podrian encontrar para recolectar
y analizar los datos?

— T

]
|
|

b) ZQué criterio utilizarian para ordenar en la linea recta las variables: amarillo, verde pista- S
che, gris, rosa, azul pastel, etcétera?

Es importante que registren cada dibujo una sola vez, de modo que si alguien imagind 4 aves de IS—

colores (rosa, azul, blanco y verde), no deben registrar 4 veces, sino llenar una sola columna que Hagamos de cuenta que uno de los participantes dibujé 7 periquitos australianos de colo-
puede ser, por ejemplo: “colores claros”, “colores brillantes” o bien “colores mixtos”. res verde pistache, azul pastel y amarillo; supén también que en tu grupo la mediana fue
3 y que la frecuencia relativa de “colores claros” fue de 25 . 0,625, es decir el 62.5%;
entonces, registraran un renglén como el siguiente ejemplo.

c) <Qué informacién pueden obtener analizando las frecuencias de esta variable?

d) Elaboren en su cuaderno una tabla de frecuencias y la gréfica correspondiente. —
, . _ ) _ ’ . . : Frecuencia relativa de
e) ¢Qué medida de tendencia central tiene sentido en este caso: la media, la mediana o la Persona que Numero Diféfenciaconlamediana o 0 o ese colorde

moda? hizo el dibujo de aves o‘:;;:;:f:::;:ﬁfﬂ las aves  aves obtenida en mi

grupo

f) &Notan algln patrén con respecto al color de las aves imaginadas?

* Imagina que hoy llega a la clase un companero nuevo y se le pide que realice el gjerci-
cio de pensar y dibujar una jaula con aves. Responde las siguientes preguntas basan-
dote en el analisis de datos que acabas de realizar.

3. Una vez que han llenado su tabla, respondan las siguientes preguntas.

¢Cuantos entrevistados se alejaron de la mediana obtenida en s en mas de
a) 4Qué piensas que serd mas probable, que dibuje entre 1 y 10 aves o que dibuje mas de 2Rete Satas Sl U

107 5 aves?
) b) {Cuéntos de sus entrevistados eligieron para sus aves un color cuya frecuencia

b) éQué sera mas probable que dibuje aves amarillas o negras? relativa en su grupo haya sido de 0?

¢} ¢Qué consideras mas probable que dibuje 30 buitres negros en una jaula de zoolégico o ¢) Segln lo observado al interior de su grupo, éconsideran gue sus entrevistados
que dibuje 4 canarios amarillos en una pequena jaula doméstica de alambre? eligieron resultados “muy probables” o “poco probables™?

d) éLos resultados de este experimento en el grupo nos dicen algo sobre la imaginacion de 4. ¢Consideran que sus entrevistados dieron una repuesta creativa o una respuesta co-
las personas gue no pertenecen a tu grupo?, épor qué? E E‘ mun al ejercicio de la jaula con aves?

ﬂ Realicen las siguientes actividades con sus compaderos de escuela. i I 5. Justifiquen su respuesta usando como argumento la informacion estadistica.
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El rally de mate Un proyecto de investigacion )
e o

En una escuela secundaria, el profesor de mateméaticas va a realizar un rally entre dos grupos de ﬂ Utilicen las herramientas gue ya conocen sobre tratamiento de la informacién para de- =
distinto grado. A continuacion se muestran los afos cumplidos de los integrantes de cada equipo finir un proyecto de investigacion. Q

que participars en [ competencia. 1. Es importante que las decisiones se tomen a través de una discusion respetuosa, tolerante y

} colectiva en la gue elijan un tema que les interese. Las siguientes son algunas sugerencias,
Eauino e primer gradec 13, 13, 12, 12 12,43, 12, 13,00, 32,14, 14,12, 43,22 pueden tomar como base o elegir una cuestion totalmente distinta.

Equipo de tercer grado: 16, 15, 14, 14, 14, 18, 15, 15, 16, 15, 14, 15, 15, 15, 14

# - -

# et .Y
N ;7 Temasde .
,‘r:- Analiza los datos que se proporcionaron y realiza los pasos que se indican. 1 wﬁﬁ?&l&ma X
1. Para hacer un anélisis de los datos, define lo siguiente. e — =g

a) Poblacion 1:
b) Tamano de la poblacién 1: n, =

¢) Poblacion 2;

d) Tamafio de la poblacién 2: n, =

e) Caracteristica a estudiar en ambas poblaciones:

f) Tipo de variable asociada a la caracteristica (discreta o continua):

2. Una vez que has definido lo que se estudiard, realiza las tablas y responde lo siguiente.
a) ¢En cudl de los equipos es mayor la edad de los jugadores?

b) ¢Cudl de las tres medidas de tendencia central te permite obtener esta conclusién?

c) ¢En este caso, la moda es una buena medida?, épor qué?

d) ¢El promedio es una medida adecuada para este caso?, épor qué? 5: ‘Gl clasAfante

e) ¢En este caso, la mediana es una buena medida?, {por qué? - La poblacién objetivo y su tamaio
= Las caracteristicas que guieren estudiar
En esta actividad se ha elegido un conjunto de datos en el que todos los valores son muy cercanos * Lamanera en la que obtendrén la informacion
entre si, excepto uno. La edad del profesor “pesa” mucho con respecto a las edades de sus alum- = El método con el que registrardn y analizaran la informacién obtenida

nos y “jala” con mucha fuerza al promedio, a pesar de ser uno entre muchos valores. Es importante
tomar en cuenta qué medida de tendencia elegimos cuando reportamos nuestros resultados, evi-
tando asi que la estadistica se vuelva “una manera elegante de mentir” al convencer a quien la lee » La informacion que piensan extraer acerca de la poblacién estudiada

de que los integrantes del equipo de primero son mayores que los del equipo de tercero, pues su « Las medidas de tendencia central adecuadas para la informacién que tienen
promedio de edad es mayor.

= El tipo de gréfico que utilizardn

» SEn qué contexto sera valida su informacion? Piensen en el ejemplo de la jaula y las
E; . aves, éel trabajo realizado en el saldn de clases les permitiria predecir 1o que imagina-
= rian personas entrevistadas al azar en la calle o a estudiantes de una carrera de arte?
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3. Decidan cuidadosamente a quiénes les interesa que llegue la informacién que han analizado,
elaboren una exposicion con el trabajo del grupo y muéstrenlo a la comunidad escolar.

2000ane

La historia de la estadistica es interesante y data
desde hace siglos. Se ha usado para dar expli-
caciones en temas tan diversos que no podrias
imaginarlo. Veamos un ejemplo que data del ano
1710 en donde el médico John Arbuthnot usa

esta rama de las matematicas para dar explica-
ciones a las preguntas de su época.

De acuerdo con las estadisticas disponibles, du-
rante 82 anos habian nacido en Londres mas
ninos que ninas. Si el nacimiento dependiera ex-
clusivamente del azar, como “aguila”™ o “sol” al
lanzar una moneda, esto serfa incomprensible,
porque la probabilidad de obtener “dguila” 82
veces en una sucesion es (22)2 = 2 x 10,
Razonablemente se puede declarar que cualguier
cosa con un grado tan pequeno de probabilidad
es imposible.

Arbuthnot notd en los censas de Londres un patron muy interesante; suponiendo que la
probabilidad de que nazca un nifo 0 una nina es (%}: equivale numéricamente a decir
que es imposible que te saques el premio mayor de la loteria 5 veces a lo largo de tu
vida, Arbuthnot usé esta ohservacion para argumentar que el sexo no esté distribuido en-
tre la descendencia humana en una forma enteramente casual y por lo tanto, debe existir
una providencia divina que interfiere para controlar las proporciones de los sexos. La “de-
mostracion” de Arbuthnot es el primer ejemplo conocido de “inferencia estadistica”.
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Adaptado de: Elementos de probabilidad y estadistica de A. Hernandez del Valle y O. Hernandez Lerma, 2003,

ﬂ Realicen una investigacion en torno a algunos sucesos historicos importantes para la
ciencia en donde se ha utilizado la inferencia estadistica y compartan su informacion
con el grupo.

ﬁ‘ Analicen y reflexionen el siguiente enunciado.

A propdsito de un mal uso de la estadistica, a manera de broma suele decirse: “si una persona mete los
pies en una cubeta con hielos y sal (—15°) y la cabeza en agua hirviendo (95°), la temperatura promedio
a la que se encuentra esa persona la harfa sentirse como si estuviera en Acapulco”.

a) LEs cierto lo que se asegura en el parrafo anterior?

b) &Creen que la television y otros medios de comunicacion pueden usar resultados esta-
disticos de manera engafosa para transmitir una idea falsa de la realidad?

¢) <Cudl es la importancia de conocer y entender el uso adecuado de la estadistica?

72 @ Manejo de la informacion

‘ﬂ‘ Completen los siguientes enunciados relativos a algunos conceptos importantes dentro
de un estudio estadistico.

1. Al conjunto de elementos que seran estudiados se le llama

2. Al numero de elementos en la poblacion a estudiar se le llama

3. En cada poblacién es de interés el estudio de una 0 més a las que se les

llama también variables de respuesta.
4. Cada variable de respuesta puede tomar valores, que son igualmente conocidos como

5. Cuando los valores son numeros naturales, la variable de respuesta es una varia-
ble ____ que por lo general se obtiene por conteo, pero si los valores pueden
ser cualquier nimero, incluidas fracciones y/o nimeros negativos, estamos ante una

que se obtiene por

* Elabora en tu cuaderno un diagrama para generar tus notas sobre la elaboracién y ana-
lisis de encuestas. Si es necesario agrega mas elementos.

Para hacer una encuesta

B .

[ Tipos de datos, J Herramientas para

variables de respuesta el andlisis

)
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Evaluacion tipo pisa
Lee, analiza la informacion presentada y resuelve las siguientes situaciones problematicas.

Una compania telefénica ofrece a sus usuarios tres planes de renta mensual que consisten en lo
siguiente:
Plan 1:
a) Costo de la renta mensual: $300.00
b) Costo por 100 llamadas y 50 mensajes: $220.50
¢) Costo de 400 Mb de datos: Gratis
Plan 2:
a) Costo de |a renta mensual: $350.00
b} Costo por 150 llamadas: $117.00
c¢) Costo por mensaje; Gratis
d) Costo de 600 Mb de datos: $400.00
Plan 3:
a) Costo de la renta mensual: $390.00
b) Costo por 200 llamadas y 200 mensajes: $350
¢) Costo de 800 Mb de datos: $400.00

1.<4Qué expresiones representan los planes telefénicos mensuales?
a) 300x + 220,56, 350x + 517 y 390x + 750
b) 300x? + 620.5, 517x? + 350y 380x? + 400
¢) 220.5x + 300, 350x + 517 y 350x + 290
d) 220.5x? + 5580, 400x? + 117 y 350x? + 700

2.Rafael desea cambiar su plan a esta compania. Utiliza 350 Mb mensualmente y todos los dias le
escribe 20 mensajes a su novia, ademéas de llamarle a su amigo Juan cuatro veces por dia, por lo
gue le conviene elegir el Plan 2. éPor qué?
a) Porque necesita cubrir exclusivamente 120 llamadas y sélo usar datos escasos.
b) Porgue por 200 mensajes solo paga $350 y tiene 400 Mb de datos gratis.
¢) Porgue necesita cubrir al menos 120 llamadas y poder enviar muchos mensajes.
d) Porque requiere poder enviar muchos mensajes y sélo usar datos escasos.

3.Noemi usa sus redes sociales y correo electrénico para estar en contacto con su familia que vive
en Europa, por lo que necesita mas de 500 Mb al mes. {Cudl es el costo por Mb que tienen los
planes por los datos?
a) Gratis, $0.67 y 50.50
b) Gratis, $0.76 y $0.50
c) $0.50, $0.50 y Gratis
d) $0.67, $0.67 y Gratis

4.Si decidieras contratar el plan més econdmico para hacer, en promedio, 130 llamadas y enviar
350 mensajes al mes usando 400 Mb de datos, écudl plan deberias contratar?
a) Plan 1, porgue los datos son gratis
b) Plan 2, porque incluye las llamadas y datos que necesitas
¢) Plan 3, porque sobrarian llamadas y datos
d) Plan 1, porgue las llamadas son gratis

En la siguiente gréafica se representan los planes telefénicos. Analizala vy contesta las preguntas.

Planes telefonicos

=
et
= =

15 20
Tiempo de renta
(meses)

1.De acuerdo con las graficas, elige la opcidn que enumere los colores de acuerdo con el Plan 2,
Plan 1 y Plan 3:
a) azul, rojo y verde
b) rojo, azul y verde
¢) rojo, verde y azul
d) verde, azul y rojo

2. De acuerdo con la gréfica, Lcudl es el costo de contratar un paquete durante un ano con el Plan 1?
a) $3820.50
b) $3520.00
¢) $520.50
d) $300.00

3. LEn cual mes se puede decir que los tres paquetes cuestan lo mismo?
a)EnelO
b)En el 6
c)Enel 12
dyEnel 24

4. (Qué significa que las tres rectas no se interseguen en nin-
g0n punto?
a) Que sus costos son iguales
b} Que sus costos son variables
¢) Que el costo de cada plan es independiente
d) Que el costo de cada plan depende de otros

Bloque 1




_Blogue:2

Competencias que se favorecen
* Resolver problemas de manera auténoma
* Comunicar informacién matematica
+ Validar procedimientos y resultados

* Manejar técnicas eficientemente

Aprendizajes esperados

» Explica el tipo de transformacion (reflexion, rotacion o traslacion) que se aplica a una
figura para obtener la figura transformada. Identifica las propiedades que se conservan.

* Resuelve problemas que implican el uso del teorema de Pitagoras.
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Sentido numérico y pensamiento al '_j

Patrones y ecuaciones

Uso de ecuaciones cuadraticas para modelar situaciones
y resolverlas usando la factorizacion

* Lee el siguiente problema y responde lo que se solicita.

Un terreno rectangular, cuyos lados se encuentran en proporcién 4:3, tiene un area de 588 m?.
El dueno necesita comprar malla para rodear y proteger su terreno. éCuéles son las dimensio-
nes del terreno?, écudntos metros de malla necesita comprar el duerio?

¢Como podrias determinar el largo y ancho del terreno si no cuentas con un instrumento de
medicién? éla solucién al problema serd Gnica?, épor qué?

1’ Responde las siguientes preguntas para que le ayudes al dueno del terreno a resol-
ver su problema.

a)

b)

c)

d)

e)

Observa la figura, épor qué se pueden expresar las longitudes de los lados del terreno
como 4x y 3x7?

Considerando 4x y 3x las medidas de los
lados, écomo se expresa el perimetro?

&Como se expresa el drea del terreno?

A partir de la expresién que planteaste
anteriormente, determina el valor de xy
usa este valor para encontrar las dimen-
siones del terreno.

Verifica tu respuesta, dgué procedimiento
seguiste?

&Cual es el valor del perimetro?

Para resolver este problema resolviste una ecuacion cuadratica de la forma ax? = b,
gue se puede escribir en la forma ax? — b = 0. £éQué valores corresponden aay b en E
este problema? a = yb = |

e 1}
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‘n‘ Lean la siguiente situacion, discutan en tornoa ¢
ella y resuelvan lo que se solicita.

Se quiere decorar un piso alternando tablillas rectangula- Ba
res con losetas cuadradas. Para ello, junto a cada loseta
cuadrada se colocan cuatro tablillas de 1 dm de ancho y

x dm de largo, de tal forma que éstas forman un cuadrado, I1
como se muestra en la figura. . X

a) <¢Cudl es el Unico ndmero (x), aparte del cero, gue multiplicado por 4 es igual a su cua-
drado (x%)?

b) Escriban una ecuacion de la forma x* = bx equivalente al planteamiento anterior. éQué
valor toma b en este caso?

¢) Ahora escriban esa ecuacion en la forma x? — bx = O y exprésenla como el producto de
x por otro factor: x(x — b) =0

d) Yasaben que si el producto de dos nlimeros es cero, es porque alguno de esos dos nime-
ros es el cero. De acuerdo con el planteamiento del problema, épodria x ser igual a cero?
<por qué?

e) Siel producto de x(x — b) es cero, pero x no puede ser cero, Lentonces qué se deduce?

f) Del razonamiento anterior se obtiene que x =

Al razonamiento anterior se le conoce como factorizacidn, que es la aplicacién de la propiedad distributiva
de la multiplicacién para expresar un producto, es decir, factorizar en lugar de desarrollar un producto.

‘r Aplica la factorizacion para resaolver las siguientes ecuaciones.

a8 x¥=3x
by x»*-256=0
¢) 2+25=0

‘n‘ Analicen las siguientes situaciones y realicen lo que se solicita.

1. Si aun ndmero x se le restan 5 unidades y el resultado se multiplica por el nimero original,
se obtiene cero. {De gué nlimero se trata?

a) Escriban la ecuacidn correspondiente y resuélvania.
2. Un nimero multiplicado por si mismo o por 5 da el mismo resultado. éCual es ese numero?
a) Escriban la ecuacion que corresponde y resuélvania.

3. Con la finalidad de comparar las ecuaciones gue encontraron, respondan las siguientes pre-
guntas y realicen lo que se pide.

a) <Coinciden las soluciones? Con base en su respuesta, {son equivalentes las ecuaciones
gue plantearon?, épor qué?

b) Tracen una figura similar a la de la pagina 78, vy utilicenla para verificar que la solucién
gue encontraron es correcta,
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1' Lee la siguiente situacion y, con base en
~ la ecuacion cuadratica c=bx +ax? realiza 4 (m)
lo que se solicita. 1.2

Una pelota se lanza hacia arriba con una veloci- 4
dad vertical de 15 m/s, de acuerdo con las ecua-
ciones de movimiento que se desprenden de la
segunda ley de Newton, la altura h que alcanza
la pelota —dada en metros— en cada instante ¢
—dado en segundos— esta dada por la funcién g
cuadratica:

08

h = 15t — 58 0.4

a) Completa la tabla calculando la altura 0.2
que alcanza la pelota en distintos
momentos. 0

i(s)

b) Grafica los puntos de la tabla y (nelos 0 1 2 3
€ON una curva suave.

16 2 24

¢) Usa la funcién cuadratica para calcular la altura que alcanza la pelota en el segundo 1y
en el segundo 2. Agrega estos puntos a la grafica.

d) éCoinciden estos valores?, éa qué crees gue se deba?

e) Plantea una ecuacién cuadritica para encontrar el tiempo que tarda la pelota en regre-
sar al suelo, Resuélvela e indica cuanto tiempo tarda.

f) Usa la propiedad de simetria de la gréfica para que senales en qué tiempo la pelota
alcanza su maxima altura.

g) Calcula la altura maxima y agrega el punto a la gréfica.

Todas las ecuaciones del tipo a1 — bx = O pueden resolverse mediante la factorizacion, para reco-
nocerlas y saber como manejarlas, es necesario que antes se desarrollen algunas actividades,

w.montereyinstitute.org/courses/Algebral /COURSE _TEXT RESOURCE/AUIO L1 T text final_es.himl
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’u‘ Lean cada uno de los planteamientos y respondan lo que se solicita.

1. Una de las siguientes figuras pone en evidencia la solucidén de la ecuacidn cuadratica
2x? = 3x. {Cudl de las dos es?

. Figura 1 Figura 2

e

1 1

a) <(Cudl es la solucidn que sugiere la figura?

b) Ademas de esa solucién, hay otra gue no muestra la figura, pero que satisface la ecua-
cidn, écudl es?

¢) Factoricen la ecuacién y, algebraicamente, encuentren ambas soluciones.

d) Escriban la ecuacion que corresponde a la otra figura y, con base en ésta, respondan los
incisos a, byc.

2. En el siguiente espacio, construyan una figura similar a la del planteamiento 1, pero que
represente a la ecuacion 3x° = Tx.

a) <4Qué fraccion representaron en los lados de la malla?
b) £Qué solucidn les sugiere |a figura que dibujaron?
¢} £Qué soluciones se obtienen de manera algebraica?

* Lee y resuelve los siguientes ejercicios.
Aplica la propiedad distributiva para expandir las siguientes expresiones.
a xix+3) =
b) 2x(x - 5) =
E: ¢) —=3x(2x+ 4) =
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2. Aplica la misma propiedad distributiva, pero en sentido contrario, para agrupar los términos.
a) x*+3x=
b) 5a%+ 15x =
¢) 52— 10x=
d) Ba2+ 8x=
e) J,ui_zg ecuaciones de este ejercicio resultaron més sencillas que las del gjercicio 12, por
q

3. Resuelve las siguientes ecuaciones por medio de la factorizacion. No olvides atender las indi-
caciones en caso de que las haya.
a x¥*-5x=0
b) x*—~Tx =0, perox # 7
c) ¥*—Tx=0,x#0
d) 2*—x=4x
e) 2+ 3r=x-—5¢

Funcion cuadratica generalizada

Hasta ahora has resuelto ecuaciones de la forma ax’ = Oy ax’ + bx = 0, las cuales hacen referen-
cia a funciones cuadréticas cuya grafica pasa por el origen. El caso general esta dado por la funcion
cuadrdtica v = ax® + bx + ¢, en donde a, b y ¢ son las constantes, o parametros, gue determinan
las cualidades de |a gréfica. En efecto, todas son parébolas, pero pueden abrir hacia arriba o hacia
abajo, pueden ser anchas o angostas y pasar o no por el crigen.

httpy/mathopenref.com/quadraticexplorer.htmi.

#8 Realicen la siguiente actividad.

a) Calculen los valores que se solicitan en la siguiente tabla y mediante una ecuacion, encuen-
tren dos nimeros naturales consecutivos, cuyo producto sea el valor que se indica:

8%9 | nx(n+1)

b) éHabra dos nimeros naturales consecutivos, cuyo producto sea 1 7227 Y dos ndmeros
consecutivos cuyo producto sea 24 8067
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¢) <Qué ecuaciones plantearon para las preguntas del inciso a?
d) Si las resolvieron solos, éComo lo hicieron?

e) Expresen los siguientes enunciados en forma de ecuacion y respondan las preguntas que
se incluyen en cada uno.

- Al multiplicar dos nlimeros consecutivos, se obtiene el cuadrado del menor. éCudles
son estos numeros? ¢Cuantas posibilidades de nimeros que cumplan con este enun-
ciado hay?

- Al multiplicar dos ndmeros consecutivos se obtiene el cuadrado del mayor. éDe qué
nameros se trata? éCudntas posibles respuestas hay?

);t Resuelve el siguiente problema poniendo en préctica los apremdizajas que has adquiri-
- do hasta ahora.

Dentro de un terreno de 180 m? se colocé una porcién
cuadrada de césped y una franja adoquinada de 3 m
de ancho, tal como se ilustra en la figura.

1. En términos de la variable x, é&coémo se expre-
san las dimensiones del terreno y su area?
Largo = Ancho =
Area =

2. Plantea y resuelve una ecuacidn cuadrdtica
para que averiglies el valor de la cantidad
desconocida, después contesta las siguien-
tes preguntas:

a) ¢Cuantos metros cuadrados de césped se colocaron en el terreno?

b) éCuantos metros cuadrados de adoquin se colocaron?

Compara tus respuestas con las de otros companeros y discutan acerca de los distintos métodos que
utilizaron para plantear y resolver la ecuacion.

Algunas ecuaciones de este tipo pueden factorizarse. £Como recono-
cerlas? y, dado el caso, écomo se factorizan? Averigualo realizando
las siguientes actividades.

‘t Arma y analiza un rectangulo rompecabezas.

Observa las tres piezas basicas: Un cuadrado de lado x, un rectén-
gulo de dimensiones, 1 % x y un cuadrado mas pequeno de lado 1.
Se elige el nimero x porque la idea principal de esta actividad no
depende de ese valor y puede ser cualquiera:
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Para facilitar el trabajo de armar el rectangulo rompecabezas, recorta varias piezas con la siguiente
forma, por ejemplo, sacandolas de una cartulina de 8 < 20 em como se muestra en la figura:

4 1

Con estas piezas se puede componer un rectangulo.

El 4rea de la figura compuesta se forma con

1 cuadrado de area: x°
3 + 2 = 5 rectdngulos de érea: x
3 % 2 = 6 cuadrados de drea: 1

La suma da el 4rea total: +*HIGIHNG
Por otro lado , el Area total es: (x + 3) (x + 2)

1. Tomando como referencia el rectangulo asi armado, completa el siguiente texto analizando
el rectangulo descompuesto en esos elementos basicos:

Dado gue su base mide y su altura esta dada por , €l area de la figura com-
puesta es el producto . Por otro lado, de acuerdo con la forma en que se acomodan las
partes alrededor del cuadrado mayor de érea , @ su derecha hay 3 rectangulos vertica-
les de drea , y arriba 2 de la misma &rea. Por lo tanto se tienenun totalde3 + 2 =5
rectangulos de drea, x y 3 X 2 = 6 cuadrados de drea 1, tal como se menciona a la derecha de la

figura. De este modo, &l drea del rectangulo esta dada también por la suma
Observa cdmo, del razonamiento anterior, se desprende la siguiente identidad:

(x+ Dx+3H=x"+5x+6
k_
Forma factorizada Forma desarrollada

En ésta se muestra la misma funcion cuadrética, sdlo que una se expresa en forma factorizada v la
otra en forma desarrollada. Observa la relacidon gue tienen los ndmeros 2 y 3 con la expresidn cua-
dratica desarrollada, ya que |a suma de ambos es +85 y su producto es 3
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2. Usa un cuadrado amarillo, 8 rectangulos azules y 15 cuadrados verdes para que con ellos
construyas un rectangulo que te sirva para factorizar la expresion cuadratica x° + 8x + 15.
De ese rectangulo puedes obtener dos enteros cuya suma sea 8 y su producto 15. Estos
enteros son y . Con ellos puedes obtener la expresion factorizada,
escribela:

¥+ 8x+ 15 = { b )

3. Encuentra las figuras necesarias que te permitan factorizar la expresion x? + 6x + 5.
a) <{Cuéntos cuadrados de area x* debes usar?
b) é&Cuantos rectangulos de area x necesitas?
¢) &Cuantos cuadrados de drea 1 son necesarios?
d) Acomoda las piezas de tal forma que construyas un rectangulo.
e) <&Cudnto miden los lados del rectangulo armado y cudl es su area?
f) Para que concluyas, escribe la forma factorizada que encontraste de 1% + 8x + 5.
g) Hay dos nimeros enteros cuya suma es 6 y su producto 5, éde qué nlimeros se trata?

El método hasta ahora aplicado para factorizar, también es aplicable cuando los coeficientes son
negativos; por ejemplo, para la expresion cuadratica x* + x —2 se reconocen dos enteros cuya suma
es 1y su producto —2. Estos nimeros son 2y —1,yaque 2 — 1 = 1y (2)(—1) = -2, quedando asi
la expresion factorizada x* + x — 2 = (x + 2)(x — 1).

4. Algunas de las siguientes expresiones cuadraticas son fac-
torizables. Identificalas, con calculo mental, encontrando
dos enteros cuya suma Yy producto sean los que conven- : :
gan en cada caso. e or grado.
a x»*+x-6 e) ¥-4x-21
by #*-2x-8 fl x2+28x+ 27
c) x*+9x— 15 g ¥+6x—-16
d) x*+ 10x + 16 h) x*—6x—16

Observa la figura que se muestra a la derecha. A ésta le corresponden:
6x? + 17x + 12
(2x + 3)3x + 4)

* La expresion desarrollada:

* |a expresion factorizada:

Pero también observa cdmo se relacionan los coeficientes de ambas expresiones.

Arreglando los coeficientes de |la expresidn factorizada en un rectan- | 2 3 -

gulo, se obtienen con facilidad los coeficientes de |a expresidn desarro- g by §+9=17
llada: multiplicando los que aparecen en ambos lados del rectangulo, y . ,

sumando los productos de sus diagonales. ‘E'; j‘_'."-_)
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De este modo, para resolver la ecuacion 6x” + 17x + 12 = 0, bastaria con plantear la ecuacién
equivalente en forma factorizada (2x + 3)3x + 4) = 0, gue equivale a las dos ecuaciones lineales

2x+3=0y3x+4=D.cuyassolucion&ssonx=%yx=3i.

Como habrés notado, los rompecabezas sdlo sirven cuando todos los coeficientes de la ecuacion
desarrollada son positivos, pero el Ultimo arreglo rectangular podré aplicarse aun cuando haya coe-
ficientes negativos,

* Con la finalidad de que investiguen una forma de resolver la ecuacion cuadratica
6x% + x - 15 = 0, realicen la siguiente actividad.

1. Primero deben reconocer el coeficiente cuadratico 6, el coeficiente lineal 1 y el término inde-
pendiente —15,

2. Después, es necesario trazar un rectangulo, escribiendo en su parte inferior, del lado izquierdo
el coeficiente cuadratico y del lado derecho el término independiente, tal como se muestra
en la siguiente figura.

6 —-15

3. Del lado izquierdo coloquen dos factores de 6, por gjemplo é o] g y del lado derecho dos fac-
tores de 15, por ejemplo _j, _{é, _35. = '35. 2 'i‘f’. Para los nimeros gue hayan escogido,
calculen la suma de los productos de las diagonales y verifiqguen si obtienen el coeficiente

lineal 1.

4. Si esto no ocurre, conservando los mismos factores de 6, propongan otros dos factores de
—15, hasta gue encuentren el coeficiente lineal, sumando los productos de las diagonales.
Si agotaron todos los posibles factores de —15 intenten con otros factores de 6, repitiendo
todas |las posibilidades de factorizacion de —15. Si después de todos los intentos, no encuen-
tran el coeficiente lineal, équé podrfan concluir?

A continuacion se muestran tres intentos fallidos, al no encontrar el coeficiente lineal 1, del total de
las 16 opciones

-5 1 3 2 -15
3-30=-27 -5+ 18 =13 2 - 45 = -43
6 3 6 5 3 1
6 -15 6  -15 6  -15
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Las 16 opciones son;

1 1] |2 1| |1 -3| |1 3| |1 5| [1 15
6 -15| |6 15| |6 5 |6 -5| |6 -3 -1
15 -5 1| |2 -] |2 -3| |2 5
6 1] |€ 3| |3 15 |3 18] |3 3 =3
2 3 -5 15 15
-5 3 -1 1

&Cuél de ellas es la que permite obtener la factorizacién de la ecuacion 6x° + x — 16 = 0?

Bloque 2

5. Por dltimo, escriban la ecuacion en forma factorizada y resuelvan dos ecuaciones lineales,

igualando a cero cada uno de los factores. Las soluciones de la ecuacion son
o

4Es factorizable?

*' Responde las siguientes preguntas y averigua si la ecuacion 2x* + 7x + 3 = 0 es o no

factorizable.
a) ¢De cuantas formas puede factorizarse el coeficiente principal 27
b) éDe cuantas formas puede factorizarse el término independiente 37

¢} Escribe debajo de cada arreglo la suma del producto de sus diagonales,

2 1 1 3 1 1

| [ I L J

| | |

d) Escribe las dos formas factorizadas que se desprenden después de ver los resultados

colocados en las casillas.

e) <&Es necesario considerar el orden inverso en los nimeros de la izquierda?, ipor qué?

f) Usa las ideas anteriores para factorizar y resolver las siguientes ecuaciones.
e x4+ 8+4=0 o 4x24 16x-20=0

* 5x24+17x+6=0 e 102—x-3=0
* 2%+ 11x+14 =0 » =3@%-5x+12=0
g) Intenta factorizar las siguientes ecuaciones.
s '+8x+4=0 * =x*+8x+1l=0 « BE+Bx—3=0
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“n" Lean las siguientes preguntas, discutan en torno a ellas y respéndanlas.

a)

b)

c)

&{Como podrian asegurar que la ecuacién 21 + 8x + 4 = 0 no es factorizahle? éClantas
posibilidades de factorizacién analizaron?

¢De cuantas formas puede factorizarse el nUmero 2, que es el coeficiente principal de la
ecuaciéon?

¢De cuantas formas puede factorizarse el ndmero 4, gue es el término independiente de
la ecuacion?

Factorizando enteros

Los ndmeros primos son la clave para saber cuéntos divisores tiene un ndmero natu- 1_2i
ral. Por ejemplo, si buscas los factores primos del ndmero 12, usando el método de 6 2
descomposicion, ilustrado en la tabla que se muestra a la derecha, vas a encontrar e
el siguiente resultado: 3

1

12 = 2¢ 3

Como 27 es factor de este nimero, las potencias 1 = 2°, 2 = 2' y 4 = 27 también son factores, De
manera similar, 1 = 3° v 3 = 3! son factores de 12. Asi, tienes tres potencias de 2 y dos potencias
de 3, que puedes combinar para seguir obteniendo divisores. Puedes obtener todos los divisores de
12 si acomodas sus potencias en columnas, una columna por cada factor primo, para combinarlas
de todas las formas posibles como lo sugiere el siguiente diagrama:

Potencias Potencias Productos que
de 2 de 3 se obtienen
I S I T I { v
| N - | : 1 2 & : Divisores del
| R & §3 | 13 6 12 1 nimero 12
[ | | | . |
| | | | | ]
3 *® 2 = 6 } Total de divisores

Como resultado del anélisis anterior, se concluye gue las posibles formas de ordenar, en pares, todos
los factores de 12 es tal como se muestra a continuacion:

12
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‘r Realiza la siguiente actividad para que averigiies cuantas posibles factorizaciones tiene
el niimero 60.

a)

b)

c)

d)

Encuentra los factores primos del nimero 80, y expresa este nlmero como producto de
las potencias de sus factores primes: 60 = _

Usa las potencias que encontraste para:
* Calcular cuéntos divisores tiene 60. Tiene ___ divisores.

+ Escribir una lista completa de esos divisores, que son:

iCuantas columnas usaste para acomodar las potencias de los factores primos?
Usé ________ columnas,

Escribe la lista de todos los posibles factores de 60; organizalos en pares, es posible que
te sobren celdas.

€)
f)
g)

¢Por qué es importante saber cuéntos divisores tiene un entero, antes de encontrarlos?
¢De qué manera podrias estar seguro gue en tu lista de divisores, no falta ninguno?

Compara tus respuestas con las de otros companeros, si hay diferencias escucha sus
argumentos yo defiende tu respuesta.

*' Responde las siguientes preguntas para que verifiqgues si la ecuacion cuadratica
3x?2+ Tx-8 = 0 es o no factorizable.

a)
b)
c)

d)

e)

¢De cuéntas formas puedes factorizar el ndmero 37
¢De cuantas formas puedes factorizar el ndmero —87

< De cuantas formas puedes arreglar dos factores de 3, ay b, con dos factores de 8, ¢y
d, sobre un rectangulo, en la forma [a c|?

b d

¢Hay alguna forma de acomodar en un rectangulo dos factores de 3 y dos factores de 8,
de manera que la suma de sus productos cruzados sea 77? Indica cual,

¢Es factorizable la ecuacion 3x* + Tx — 8 = 07

&¢Qué valores podria tener el coeficiente b, en la ecuacion 3x° + bx — 8 = O, para que
esta sea factorizable?

Resuelve las siguientes ecuaciones usando factorizacion.
= 3x*+2x-8=0

* 3x?—-23x-8=0

s x*+10x-8=0

Patrones v ecuaciones ® 89
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El procedimiento anterior se puede justificar de la siguiente manera: Factorizar una expresién cua-
dratica es aplicar la propiedad distributiva del producto de dos binomios, pero en sentido contrario,
es decir, a partir de una expresion desarrollada se obtiene una expresion factorizada. Si la expre-
sidn cuadratica desarrollada tiene la forma general Ax? + Bx + C vy la expresién factorizada es
{ax + bi{ex + d), por comparacion puede verse la relacidn qgue hay entre los coeficientes a, b, ¢, d y
A, B, C. En efecto, como:

fax + bilex + d) = (acdx? + (ad + box + (bd) = Ax2+ Bx+ C
Resulta que:

A =ac, B=ad + bcy C = bd. Si se multiplican los coeficientes extremos de la expresion desarro-
llada se obtiene:

AC = (ac)lbd) = (ad)(bc)

Pero, por otro lado, el coeficiente medio es: A c B

B =ad + be a 4
>< ad + be
d

En forma gréfica, esta relacién puede representarse con la siguiente figura: L€

Por ejemplo, ya habias analizado la expresion 5x° + 8x — 3 y te diste cuenta de que no es factoriza-
ble. Asi, analizaste los cuatro posibles arreglos, con la suma de sus productos cruzados, mostrados
debajo de cada arreglo:

: | 1 i g 1 1 3 i -3
5 -3 5 3 5 =1, 5 1
I—3 +56 =2 13 -56=-=2 1—1+15=14, 11-16=-14,

Como ninguno de los productos cruzados es 8, se concluye que la expresion no es factorizable,
‘r Analiza y resuelve los siguientes problemas.

1. Lasuma de dos nimeros es 13 y la suma de sus cuadrados es 89. éCuales son esos nlmeros?

2. Cuando Mariana le preguntd a Juan su edad, él le respondié de esta manera: “4 veces el
cuadrado de la edad de mi hermano da 676 v yo soy 5 afios mayor que él". {Cuéntos afos
tiene Juan?

3. En una secuencia de cinco enteros consecutivos,
el producto del mas chico con el mas grande da

T
15
780 ¢éCudles son esos numeros? T
4. Un campesino sembrd maiz en un terreno rectan-  x
gular 20 m mas largo que ancho. Al dia siguiente l
triplicé el drea sembrada aumentando 15 m al .

ancho y 50 m al largo del terreno, éCudl fue el — x+20 J 30 :
area total sembrada y cuéles son las dimensiones del terreno sembrado el segundo dia?
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5. El producto de los angulos internos agudos de un triangulo rectangulo es 1825, éCuénto
miden esos angulos?

6. Laaltura h que alcanza un cuerpo sujeto a la ley de la gravedad esté gobernada por la siguiente
ecuacion:

h=h,+v,t— 5
En la que v, es |a velocidad de salida en metros por segundo; h, es la altura inicial en metros y 7 el
tiempo en segundos. Con base en esa informacidn imagina que un proyectil lanzado desde &l piso

hacia arriba, con una velocidad inicial de 50 m/s alcanzé una altura de 105 m. Ahora responde lo
qgue se solicita.

a) &En cudnto tiempo lo hizo?
b) &En otro momento tuvo esa misma altura? Justifica tu respuesta,
c) ¢La altura méxima que alcanzo fue la de 105 m?

Ecuacion cuadratica

Escribe un resumen que te sirva para recordar cuél es la forma estandar de una ecuacién cuadrética
en general. Menciona algunos casos particulares gue la hacen facil de resolver y ejemplifica cada
uno de esos casos.

Factorizacion de expresiones cuadraticas

Escribe un resumen con el que puedas recordar como se factoriza cada una de las expresiones que
aparecen a continuacion:

* Ax’ + Bx, para cualesquiera valoresde Ay B.
« ¥+ Bx + C, explicando como deben relacionarse B v C para que sea posible.

= Ax? + Bx + C, explicando cémo deben relacionarse A, By C para que sea posible.

llustra cada caso con un ejemplo creado por ti.
Solucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion

Escribe un resumen en el gue menciones de qué manera se puede resolver una ecuacion cuadratica
de la forma Ax* + Bx + C = 0, cuando es posible factorizar la expresion del lado izquierdo.

llistralo con un par de ejemplos de tu invencion,
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La letra R obedece a que ese tipo de transformaciones, las que no alteran distancias y por lo tanto
tampoco angulos, se llaman transformaciones rigidas.

Forma, espae_hijf :

Figuras y cuerpos

Andlisis de las propiedades de la rotacion
y de la traslacion de figuras

Una transformacion geométrica es una regla que a cada punto P de una figura le asocia de manera
infalible y Unica, otro punto P* de otra. En la siguiente imagen puedes ver algunas de estas transfor-
maciones a manera de ejemplo:

i
R ‘I 'l P . : P
1' Lee la siguiente situacion problematica y responde lo que se solicita. L F o IVR} ! ’ ﬂ ‘
Imagina que vas caminando por la calle y a lo lejos ves lo que parece ser una casa, pero una ’ﬁ/ “‘ [ f:"_.-' |
pared en la esquina no te permite que la veas completa. Cuando llegas a tu casa haces un e :
dibujo para ilustrar lo que viste y obtienes una imagen simplificada, como se muestra a conti- Traslacién e Reflexién

nuacion,

[~
Q
a
3
T
Q
o
=
2
i
&
]
o

Crea un sello

"' Realiza la siguiente actividad, para ello retine los materiales que se especifican a

continuacion. A ndrea
Lee o

1. Con el plumén de punta delgada realiza un trazo o dibujo sobre la superficie de la
goma, es importante que tomes en cuenta que al voltear esta superficie boca abajo
para imprimir tu diseno, éste quedara “volteado”. Una de las transformaciones rigidas
gue acabamos de mencionar te ayudara a resolver este problema, écudl es?

.1!.—-‘3
Gt
: ]F

B——dp Material
Como no pudiste ver la casa completa, le colocas etiquetas a tu dibujo tratando de recons-
truirla y no te queda mas remedio que imaginar que la parte oculta es el reflejo de la parte
visible. Si los puntos de la imagen reflejada los denominaras A', B, C’, etcétera. entonces,
écomo serfa la imagen oculta?

* Una goma blanca y nueva para borrar

Una gubia o un clter

Un plumén de punta fina

]
m
-
]
@
E
7]
=
[
=
o
a2
=
(7]
>
-]
bl
=
i
=
o
o

Un plumén de punta gruesa

" Para averiguarlo, responde las siguientes preguntas.
2. Corta con la gubia o clter el contorno del dibujo v rebaja la goma removiendo aproxi-

Bloque 2
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¢Como sera la distancia entre A y B, en relacion con la distancia entre A y B?

&Como sera el dngulo B', con respecto al angulo B?

&Qué forma tendra la curva FGF'?

<Como serd el angulo AED” en comparacion con el angulo AED?

ila linea completa BAB™ se vera quebrada o recta? &Por qué?

&Cuénto medira el angulo GAB'?

&Cuél sera el ancho de la figura completa, comparado con el de la figura que trazaste?

Aparte de la reflexidn sobre un eje, marca con una R aquellas que no alteren las distan-

cias ni los angulos.
a) Rotacion (girar 108 ObJELOS) ...........owveurmmmermersmamssssssrsssssreses

( )
b} Homotecia (@ampliar o reducir los objetos) ... )
¢) Traslacion (cambiar de lugar los objetos) ... )
d) Reflexién (voltear 1os objetos) ... )

® Forma, espacio v medida

madamente 2 mm de profundidad, dejando solamente el trazo o dibujo en relieve.

Para imprimir, sélo tienes gue entintar las letras con el plumén de punta gruesa y pre-
sionar la cara grabada contra una superficie plana.

Entinta tu sello y haz dos impresiones en el espacio que aparece a continuacion. éQué debes
tomar en cuenta para que la segunda imagen sea una traslacion de la primera?
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2. Compara el angulo ABC con el dngulo A'B'C".
a) <Como son entre si?
/F b) Compara los otros dos angulos del tridngulo original con sus correspondientes en el trian-

'f' En la siguiente imagen se ejemplifican tres traslaciones. Obsérvala y después responde
lo que se solicita.

/F gulo trasladado, <qué puedes concluir al respecto?
e 3. ¢Qué le hizo la traslacion a las medidas de la figura original? ¢A qué se debe esto?

F// F/ ‘r Realiza las siguientes actividades.

F F 1. Observa la traslacién que se muestra a continuacion y describela con tus propias palabras
Traslacion T,

Traslacién T, como si tuvieras que darle instrucciones a alguien.

Traslacién T,

a) <&En qué se parecen y en que son diferentes las traslaciones 1y 37
b} ¢En qué se parecen y en qué son diferentes las traslaciones 1y 27
¢) <¢Tienen alguna similitud las traslaciones 2 y 32, ccual?

d) ¢Podrias pensar que una traslacion queda completamente definida si se conoce el vec-
tor que empieza en P y termina en P, o depende también de la forma y tamano de los
objetos que se trasladan?

e) Aplica esas traslaciones a los objetos que aparecen a continuacién.

2. Observa la traslacién que se le aplic a los péjaros y reproducela con el aguila.

~

r(,(

Traslacién T, Traslacion T, Traslacion T, F r o 5
‘r Traslada el triangulo ABC desplazandolo a una distancia de 4 cm con un angulo de 10° ~ b
en sentido opuesto al movimiento de las manecillas del reloj, llama a las imagenes de §

los vértices A", B" y C” seglin corresponda.

3. Anpartir de las actividades realizadas hasta ahora, construye tu propia definicién de traslacion:

Bloque 2

U
‘r Realiza las siguientes actividades y responde a
las preguntas.
s \
1. St agias onn el de L i, 1. Enunatarjetatraza unaventana que tenga alguna it
a) ¢Como son sus direcciones? forma sencilla; recértala con un clter y marca un ;
b) &Cémo son sus longitudes? punto para que lo atravieses con un alfiler, tal
] como se muestra en la imagen de la derecha.
¢) Compara los otros dos lados del triangulo original con sus correspondientes en el trian- E E
L} L}

gulo trasladado. éQué puedes concluir al respecto?
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3
=
s
£
3
o

2. Coloca la tarjeta sobre una hoja blanca encima de —
una superficie de cartén y clava el alfiler en el punto e i
gue tiene la tarjeta. Traza la figura que recortaste 2 !
con el clter y encima de ésta escribe la letra A,

W
1
|
i,-

|

premmrzetTieandy
2
/
i
.l'. ) ; l“ [}
L ASRS
SeonaX;

3. Sinsacar el alfiler, gira un poco la tarjeta, hasta que
desaparezca de la ventanala figura A, y en esa nueva
posicidn vuelve a trazar la figura, pero ahora escribe 4
la letra B. N

4. Clava la tarjeta en un punto diferente de la hoja
blanca. En el lugar en el que quede la ventana, traza
una figura C.

a) ¢Es la figura B una rotacién o una traslacion de A? Si es rota-
cidn, écuédl es el centro de giro?; si es traslacion, écudl es el
vector de desplazamiento?

centro de

bre el que b) ¢Es C unarotacién o una traslacion de A? Si es rotacion, écudl

rotacion. es el centro de giro?; si es traslacidn, écudl es el vector de
desplazamiento?

vector de a

Vector que indici ¢} Alguna de las figuras B o C, {es Unicamente una traslacion de

cién de una figura. A? Profundiza en tu respuesta.

d) Cualesquiera que hayan sido tus respuestas a las preguntas
anteriores, {son By C el resultado de una transformacion rigida
de A?, ipor qué?

Una rotacién gira un conjunto de puntos, observa las siguientes rotaciones aplicadas a la figura verde.

Rotacién R, Rotacion R, Rotacion R,

‘f Observa las tres rotaciones anteriores, comparalas y responde lo que se solicita a con-
tinuacion.

a) ¢En qué se parecen y en qué son distintas las rotaciones R, y R,?
b) &En qué se parecen y en qué son distintas las rotaciones R, y R,?
¢) &En qué se parecen y en qué son distintas las rotaciones R, y R.?
d) &Qué elementos necesitas para definir una rotacién?
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‘r Realiza la siguiente actividad.

En las siguientes figuras aplica la rotacidn que se solicita; usa como centro de rotacion el punto que
esta en cada caso.

e o

144° en sentido 60° en sentido
opuesto al reloj del reloj

*r Analiza las siguientes problematicas y resuélvelas.

1. Imagina que eres un ingeniero y debes decirle al operador de una grua donde colocarse y que
movimientos hacer para llevar un avidon de un embarque a otro. Senala el centro de rotacion
y el angulo que debe girar la gria.

-0

2. Rota el cuadrilatero ABCD con un dngulo de 10° en sentido del movimiento de las maneci-
llias del reloj, con centro de rotacién en el punto senalado; nombra a los vértices de la figura
A’ B’, C" y D" seg(n corresponda.

5

A

x

3. Compara los lados del cuadrilatero original con los del resultado de la rotacién.
a) <(Qué puedes concluir?
b) ¢Por qué se dice que las rotaciones son transformaciones rigidas?
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Si a un tridngulo ABC se le aplica una rotacién con centro O y un determinado angulo a , se obtiene
un tridngulo A’B’C” y se tienen las siguientes relaciones entre las distancias A0 = A0, BO = B0,
CO = C0; entonces se forman tres tridngulos isésceles AOA", BOB™ y COC".

“' Con base en la aseveracion anterior, encuentra el centro y el angulo de una rotacion.

Supdn que tienes dos figuras, en donde una es rotacidn de la otra, écdmo puedes encontrar el cen-
tro Oy el angulo o ?
Inténtalo con las dos rotaciones que se presentan a continuacion.

Observa la imagen; encuentra O y o para esta situacion. éTe serviran Ias lineas rojas?, toma en cuenta
que los puntos correspondientes de ambas figuras deben ser puntos sobre circulos concéntricos.

Para saber mas sobre movimientos en el plano consulta en tu Biblioteca de Aula o Escolar: Una ven- E‘[

tana a las formas de Carlos Bosch y Claudia Gdmez, 2003.
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Un concepto importante para entender las reflexiones es el de “distancia entre un punto y una recta”.

-n\ Analicen la siguiente situacion y respondan lo que se solicita.

Dos grupos de excursionistas acamparon cerca de la via del tren. Cada grupo buscd un lugar ade-
cuado para instalar su campamento, tal como se observa en la siguiente imagen:

a) <Cudl de los dos grupos quedd mas cerca de la via?
b) éA qué distancia de la via quedé el grupo A?
¢) <A gué distancia de la via quedd el grupo B?
d) ¢Cuél es la distancia entre el grupo Ay el B?

e) Marguen sobre la via del tren el punto mas cercano al grupo A y el mas cercano al B.
Denominenlos Py Q, respectivamente.

f) En general, {codmo se localiza sobre una recta el punto mas cercano a un punto dado
fuera de la recta?

g) ¢Codmo se mide la distancia de un punto a una recta?

h) Si la via es un gje de simetria, marguen sobre la figura los puntos simétricos a A v B.
Lidmenlos A" y B, respectivamente.

i) éCual es la distancia entre A" y B'?
j) ¢Esla reflexion una transformacion rigida?, épor qué?
‘i" Lee el siguiente argumento y realiza lo que se solicita.
Es posible reflejar un conjunto de puntos respecto a una recta, ésta recibe el nombre de eje de

reflexion. Observa las reflexiones que aparecen a continuacion, analiza los planteamientos y responde
las preguntas.
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1. Asume que F’ es |la imagen reflejada de F, respecto a una recta L.
a) <(Como son las distancias en F', comparadas con las distancias en F?
b) &Codmo son los angulos en F, comparados con los angulos en F?

¢) <Como son las distancias de los puntos de F~ a la recta L respecto a las distancias de
los puntos correspondientes en F a la recta 17

2. Reflgja las figuras de la siguiente imagen con relacion a las rectas que se presentan.

-
~
-
LY
LY
L

3. &Es posible crear una reflexién usando Gnicamente tu sello? Compruébalo realizando lo que
se indica a continuacién.

a) Entinta el sello que realizaste con anterioridad v haz una impresién en una hoja blanca.
Verifica si es posible imprimir una copia de manera que se obtenga una reflexion de la
figura original. £Se puede? {Bajo qué condiciones? En caso de que no sea posible, explica
por qué.

Observa las imagenes y encuentra la o las transformaciones adecuadas para que se
pueda realizar lo que se indica.

&

et asy
o
-

;-"-r :E “ﬁéx\
AR

N 4
.

il

a) Colocarle el precio en la etiqueta
b} Situar el rostro en el espejo

¢) Llevar el canario a su jaula
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Propiedades de las transformaciones rigidas

Las transformaciones rigidas son aquellas que no cambian las distancias entre los puntos. Si a una
terna de puntos A, B, C le aplicamos una transformacion rigida cualquiera, obtendremos una nueva
terna A’, B", C" que no altera las distancias; es decir, que AB = AB, BIC = BCyCA = CA, donde
la linea sobre las letras representa el segmento que inicia en la primera y termina en la segunda de
ellas. En consecuencia, tampoco se alteran los dngulos, pues ~ A BC” = ~ ABC, donde el simbolo
2 representa “la medida del angulo”. En general, {qué conservan las transformaciones rigidas? Las
siguientes son transformaciones rigidas:

Traslaciones

Son transformaciones rigidas que consisten en arrastrar un conjunto de puntos, no altera la direccién ni el
sentido de los segmentos formados por parejas de puntos. Quedan completamente definidas por una flecha
{en ocasiones llamada directriz), que se coloca en cada punto P v sefala el punto P” al que sera enviado.

Rotaciones

Son transformaciones rigidas que se obtienen a partir de un centro de rotacion O y un angulo . Para
cada punto P del conjunto original se traza una circunferencia con centro en O vy radio OP, sobre la
circunferencia se localiza un punto P’ de manera que ~ POP” = a.

Reflexiones

Son transformaciones rigidas que se obtienen a partir de una recta L. Para cada punto P del con-
junto original se traza una perpendicular a L que pase por P y que corte a L en un punto O, se loca-
liza el punto P que se encuentra sobre dicha perpendicular, conservando la direccidn del segmento
PO pero cambiando el sentido.

¢Hay otras transformaciones rigidas?

ﬁ Realicen la siguiente actividad.

¢Sera posible crear transformaciones rigidas gue no sean traslaciones, rotaciones o reflexiones?
Descubranlo a continuacion.

1. Observen las siguientes transformaciones y discutan si se puede llegar a F~ partiendo desde
F, aplicando sélo una de las transformaciones gue hemos estudiado en este tema.

2. Respondan las preguntas, en caso de que identifiquen alguna de las tres transformaciones,
localicen y tracen su directriz, su centro de rotacion y angulo, o bien su eje de reflexion, segun

sea el caso.
Ejemplo 1 Ejemplo 2

r
°

i @

Figura F -

Figura F Figura F*
Figura F' - =

a) <El ejemplo 1 corresponde a una traslacion, una rotacién, una reflexion, o se trata de
otra transformacion rigida?

b) &El ejemplo 2 corresponde a una traslacion, una rotacion, una reflexion, o se trata de otra
transformacion rigida?

¢) Si componen una transformacién combinando una rotacién con una reflexion y/o con una
traslacidn, éel resultado sera también una transformacion rigida? éPor qué?

d) Propongan algunos disefios combinando distintas transformaciones rigidas.
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Construccion de disenos que combinan la simetria
axial y central, la rotacién y la traslacién de figuras

s de estudio anterior , te enfrentaste a problematicas que implican reconocer
gl gruentes. éTe has preguntado la relacion que hay entre las
cas y estos conceptos? Justifica o profundiza en tu respuesta.

En la siguiente secuencia ordenada se muestra una imagen antes de ser transformada, seguida
por imagenes que corresponden a una transformacion rigida de la imagen original.

@ Realiza la siguiente actividad.
1. Identifica qué transformacion se aplico en I, lll ¥ IV, y escribe lo siguiente dentro de
cada recuadro:

Rot si se trata de una rotacion (que también se conoce como simetria central cuando
es de 180°), Tra si es una traslacion, o Ref si decides gue es una reflexién conocida

también como simetria axial.
L B WY B T

P2 2 Q

an -4 AL

) \I.I A
~ ™~
T |

& _
1ll ‘\b v ‘\‘; )

AN

N —

Donde haya una traslacion, traza el vector que le corresponda; donde veas una rotacién, ubica y
marca el centro y el dngulo; y donde veas una reflexion, traza el eje de simetria.

2. En la siguiente figura puedes comparar la imagen original (1), con la final (IV) que es el
resultado de tres transformaciones rigidas.

R

v

a) ¢{Consideras gue la transformacion resultante también es rigida? Justifica tu respuesta.
b) <iSe trata de una traslacién?, épor qué?

c) ¢Es una rotacién?, {por qué?

d) iCorresponde a una reflexion?, épor qué?
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@Disctﬂan con sus companeros los resultados de la actividad anterior y respondan las
siguientes preguntas, para que posteriormente escriban una conclusion al respecto.

1. Cuando se crea una transformacion nueva combinando rotaciones con reflexiones y/o tras-
laciones. éla transformacién creada sigue siendo rigida?, épor qué?

2. ¢éCualquier transformacion rigida se puede realizar Gnicamente empleando rotaciones, reflexio-
nes y/o traslaciones?, ipor qué?

3. En el cuadro V de la actividad anterior se ven dos iméagenes: la original y la que resulta de
tres transformaciones aplicadas secuencialmente en cierto orden. Encuentren otra secuen-
cia de transformaciones para obtener la imagen transformada a partir de la original, debe ser
distinta a la secuencia de los cuadros II, Il y IV.

a) Silo lograron, Lcon cudntas transformaciones rigidas lo hicieron?
b) éCudles son esas transformaciones rigidas?

¢) Discutan la pregunta anterior con otros equipos. éAlguno logrd el resultado con dos trans-
formaciones? {Cudles fueron y en qué orden?

d) <Con esas dos transformaciones, podrian decir, que se puede lograr cualquier transfor-
macion rigida? Justifiquen su respuesta.

@ Relaciona con una linea cada transformacion con el o los elementos que le correspon-
dan.

Figuras y cuerpos @ 103
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Transformaciones rigidas

Para reflejar una imagen se requiere un gje. Cada punto de la imagen sera proyectado hacia éste, defi-
niendo un segmento de recta perpendicular a diche gje. Cada uno de estos segmentos debe exten-
derse al otro lado del gje, otro tanto mas de su propia longitud, de tal manera que la imagen reflejada
se forme con los puntos que quedan en el extrerno opuesto de ese segmento extendido.

Para rotar una imagen se requiere un centro y un angulo. Para cada punto de la imagen se indica en
€l un arco de circulo, cuyo centro es el centro de rotacidn y su abertura es el angulo dado; en el otro
extremo del arco guedara el punto transformado y la imagen rotada se formara con todos esos pun-
tos transformados.

Para trasladar una imagen basta con llevar todos sus puntos en una misma direccién y distancia, a
través de un vector.

En las siguientes imagenes se ejemplifican transformaciones rigidas.

Figura F ... x

FiguraF Figura ¥ Figura F*

099%,
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Después de analizar ejemplos como éstos, debiste haber notado que a pesar de ser transformacio-
nes rigidas, ninguna de ellas es una traslacién, rotacién, o reflexién. De hecho ambos ejemplos son
combinaciones de estas tres.

Imagina que caminas por la playa y te detienes un momento, la huella de tu pie izquierdo se veria

mas o menos asi.
=]
H

Y si estas de pie, la huella de tu pie derecho es una reflexion de ella,

Ahora bien, Si das un paso con el pie derecho trasladéndolo hacia adelante, obtendras lo siguients,

O

&

La imagen anterior es una combinacion de: a) Una reflexion v b) Una traslacién. A esta transforma-
cidn rigida se le conoce como deslizamiento.

Crea un deslizamiento

W Realiza la siguiente actividad.

Combina una reflexién y una traslacién para crear un desliza-
miento en una hoja aparte. Primero traza el gje de reflexién y el
vector de traslacion sobre ese eje, de modo que el vector sea
notorio, al menos en el punto donde inicia y en el punto final,
tal como se muestra en la imagen de |la derecha.

Para facilitarte la labor, dobla un pedazo de papel, el doblez te
servira como eje de reflexién. Crea un disefio en una de las sec-
ciones del papel y recorta ambas partes manteniendo el doblez
cerrado; obtendras dos figuras congruentes, una original y una
copia reflejada. Sobre el doblez del papel haz una pequena perforacion. Coloca el papel que
tiene las dos ventanas que recortaste, haciendo coincidir el doblez con el eje que trazaste y
la perforacion con el inicio del vector de traslacion, abre el papel v pega una de las figuras en
una de las ventanas: después desliza el papel sin dejar de coincidir el doblez con el gje trazado,
hasta que la perforacion esté sobre la punta del vector. Ahi donde quede, pega la otra figura
en el sitio que marca la segunda ventana.
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El gran maestro grabador M. C. Escher disen6 esta obra, y mediante deslizamientos y trasla-
ciones logré crear un mosaico muy interesante.

Fuente: Bruno Ernst, El espejo mégico de M.C. Escher, 1994,

‘r Observa la secuencia de imagenes que aparecen a continuacion y reconstruye la trans-
formacion. Coloca los nombres de las transformaciones y de sus elementos en los lu-
gares correspondientes.

Imagen transformada

( )
x ‘ 4 )

Transformacion

Transformacion
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‘ﬂ' Disena un friso y utilizalo para decorar tu cuademno.

las paredes o con

Utiliza lo que sabes sobre transformaciones rigidas, y combina :
. : - jos de decoracion.

traslaciones, reflexiones y rotaciones para realizar un friso como
los que aparecen a continuacion.

AR VA VA VY
-

* Combina una reflexién con una rotacién

Utiliza el siguiente espacio para crear un disefio, refléjalo localizando el eje, y rétalo identificando
el centro y el &ngulo de rotacion.

Figuras y cuerpos @ 107
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'f' Combina una rotacion con una traslacion. Medida

Utiliza el siguiente espacio para crear un diseno, rétalo localizando el centro y el angulo de rotacidn, A :
diaruta sl Ao ertifioandd: o Histaacia ¥ dirasoide, Analisis de las relaciones entre las areas de los cuadrados

que se construyen sobre los lados de un triangulo rectangulo

‘A’ Analiza la informacion y realiza lo que se indica.

En todas las actividades humanas intervienen las mateméticas, asi ha ocurrido desde tiempos
inmemoeriales. Alguna vez te has preguntado écdmo le hacen los carpinteros o los albadiles
para trazar un angulo de 90° sélo con una cinta de medir?

Imagina que te encuentras en una situacién en la que debes trazar un angulo recto y lo Unico
que tienes es una cinta métrica. Recuerda que no siempre dispones de una escuadra, un li-
bro, una tabla u otro objeto que contenga un angulo recto, debes resolver el problema usando
Unicamente medidas de longitud. Explica cdmo resolver este trazo y hazlo en el espacio que
aparece a continuacion.
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Explicacion Trazo

‘r Para concluir esta secuencia de estudio, realiza lo que se solicita enseguida.
1. Analiza y responde las siguientes preguntas.

a) ¢Podria decirse que toda transformacion rigida es la composicién de una reflexidn seguida
de una rotacion?, {por qué?

h) éPodria decirse que toda transformacion que no altera distancias y por lo tanto tampoco
éngulos, no cambia la forma ni el tamano de los objetos?, épor qué?

¢) <(Podria decirse que dos figuras son congruentes si una de ellas es el resultado de apli-
car alguna transformacion rigida a la otra?, épor qué?

d) ¢Dos figuras semejantes, también son congruentes? y viceversa, ¢dos figuras congruen- ‘l" Analicen la siguiente situacion y respondan lo que se solicita.
tes, también son semejantes? Justifica tu respuesta.

- . ) . Para construir una barda exactamente perpendicular al piso, unos albaniles utilizan tres tablas
e) &Qué transformacién debe tomarse en cuenta para hablar de figuras semejantes? y las clavan formando un angulo recto.
2. ‘Complets & Sigisnts snunciado: a) ¢Qué medidas consideran que pueden tener las tablas?
Si una figura es transformada en otra, mediante alguna transformacion rigida, la figura
resultante es con la figura original. Si ademas de una transfor-
macion rigida, se aplica una homotecia, la figura resultante es
a la figura original.

b} Siun albafil coloca tablas con medidas de 45, 27 y 36 cm, formando un triangulo,
E E. podrian garantizar que uno de sus angulos fuera de 90°? Justifiqguen su respuesta,

! I ¢} <Con qué otras medidas podrian formar un triangulo rectangulo?
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‘r Responde lo que se solicita.
‘ﬂ" Averiglien gué tan preciso es el siguiente calculo.
Considerando que en un triangulo rectangulo los lados del dngulo recto se llaman catetos y el lado

1. Con cualguier tipo de carton, mas o menos rigido como el de una caja, tracen y recor- opuesto a dicho angulo se llama hipotenusa, completa el siguiente enunciado.

ten un cuadrado de 7 cm < 7 em. Procuren la mayor precisién posible y no corten por
completo el cartén, pues debe guedar el hueco del cuadrado.

En un tridngulo rectangulo, la suma de los cuadrados de es igual al cua-
2. A partir del cuadrado recortado tracen, desde cada esquina y en la misma direccién, drado de :
lineas de 3 em; Unanlas por medio de diagonales, de tal forma que construyan un nuevo
cuadrado y cuatro tridngulos rectangulos, tal como se ve en la figura. El enunciado anterior se conoce como teorema de Pitdgoras.
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Cartén original

3cm

Hueco de 7 cm 7 cm

2000a.ne  1000ane (@ 1000 2000

Se dice gue el teorema de Pitagoras fue formulado por los disci-
pulos del matematico y filésofo griego Pitdgoras de Samos. Ac-
tualmente, se sabe que este teorema ya era conocido en Meso-
potamia y en Egipto, aproximadamente unos 2500 anos a.n.e.;
pero dado que no hay un documento en el que se hable de esa
propiedad, no se les puede atribuir a ellos. Los egipcios sdlo uti-
lizaban algunas ternas pitagéricas, en particularlaterna 3, 4y 5
que fue usada para la construccién de la Piramide de Kefrén en
el antiguo Egipto, & esta terna se le conocia como el Tridngulo
Sagrado de los egipcios.

3cm

3. Recorten del cartdn los cuatro tridngulos iguales que acaban de trazar.

4. En el hueco que quedd en el cartén acomoden los tridngulos de la siguiente forma, y
comparen su acomodo con la figura que obtuvieron cuando trazaron los triangulos.
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A lo largo de la historia, se han acumulado muchas demostra- AL SO
ciones del teorema de Pitagoras y en 1927, el matematico es- desamos
tadounidense Elisha Scott Loomis, en su libro “The Pythagorean

Proposition™, presentd 365 demostraciones clasificadas en tres

grupos: algebraicas, geométricas y vectoriales.

a) <Qué relacion encuentran entre el area del cuadrado central y las dreas de los cua-

drados que aparecieron cuando reacomodaron los triangulos en el hueco? La aplicacién del teorema de Pitagoras es muy practica cuando los catetos y la hipotenusa tie-
b) éQué le habrfa ocurrido al 4rea del cuadrado construido sobre la hipotenusa, si el nen valores enteros, por ejemplo, un triangulo cuyos catetos miden 3 y 4 cm con hipotenusa
éng_"o recto de cada tria'ngmo hubiera sido un poco menor a aQ0? de 5 ¢m. A cada una de esas ternas numericas se les llama ternas pltagérlcas, en honor a que

Ly , ; ; : _ : satisfacen el tearema de Pitagoras.
¢} &Qué le habria ocurrido al drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa si

: i : ; xS
SARIE IR0 o cada Languio hiiera sido Ln poco meyor & 90° Observa que si (3, 4, 5) es una terna pitagérica, también lo son (8, 8, 10), (30, 40, 50) y cual-

d) Determinen la longitud de la hipotenusa del tridngulo que formaba parte del cua- quier otra terna gue sea multiplo de la original.
drado que cortaron originalmente.
angulo de 90° o de las medidas de los lados de los tridngulos? cribelas en tu cuademo, determina cuéles de esas ternas pueden ser de utilidad para construir

escuadras, tal como lo hace un carpintero o un albanil.

5. &Qué ocurriria si los tridngulos recténgulos no tuvieran por lados 3 y 4 cm? {Se conserva- B E
Fuente: Elisha Loomis, The Pythagorean Proposition, 1968.

ria la relacion entre las areas? Averiglienlo observando las figuras del paso ndmero cuatro.
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Hay cierta clase de triangulos rectangulos en los que es mas facil darse cuenta de la validez del teo-
rema de Pitadgoras, por giemplo, en los triangulos rectangulos, que a la vez son isdsceles y pueden
obtenerse faciimente cuando un cuadrado es cortado por la diagonal.

ﬁm partir de un triAngulo isoésceles y de un rectangulo, construyan un rompecabezas
- como el siguiente, conformado por 8 triangulos iguales.

Tridngulo original

Intenten usar las 8 piezas del rompecabezas para
probar que el teorema de Pitagoras es valido,

a) <éTienen suficientes piezas para ha-
cerlo?

» A partir del triangulo original colo-
quen dos piezas para cada cateto
y cuatro piezas para la hipotenusa,
de tal manera que se forme un
cuadrado en cada lado del espa-
cio que dejd el tridngulo original.
Quiten el tridngulo original y colé-
quenlo en el espacio faltante.

+ (Se convencen de la validez del
teorema en este caso?, ipor qué?

112 @ Forma, espacio y medida

* Analiza y resuelve el siguiente problema.

En el &rea infantil de un parque acudtico hay una jardinera
triangular rodeada por tres albercas de forma cuadrada,
éstas tienen la misma profundidad y disefio como se mues-
tra en la figura.

a) Silaalberca chica se llena con 8000 | de agua
y la mediana con 15000 |. {(Cuantos litros de
agua se necesitan para llenar la alberca grande?

b) Si en la alberca pequena se utilizaron 2.4 |
de pintura para renovar el disefio del fondo
cuadrangular v para la mediana se emplearon
4,51, {Cudnta pintura se necesitara para reno-
var el diseno de la alberca grande?

¢) Siexiste una relacidn proporcional entre el volu-
men de agua y el érea de la base de la fuente
que la contiene ées aplicable el teorema de Pitdgoras a los volimenes?, écudl seria la
constante de proporcionalidad?

d) Siexiste una relacion proporcional entre el érea de cada figura y el érea del cuadrado que
la contiene, ées aplicable el teorema de Pitagoras sobre las figuras?, écudl es la cons-
tante de proporcionalidad?

Ahora que has realizado las actividades anteriores podras inferir y comprender una de las clasificacio-
nes que se da para los triangulos.

Observa las siguientes figuras y en las casillas, escribe la igualdad o desigualdad, seglin corresponda
a cada tipo de triangulo,

Clasificacion de los triangulos
Recténgulo Acutangulo Obtusdngulo
a a
’ b ¥
E‘ a+b[] ¢ a+b[] ¢ a+bh[] ¢

Medida ® 113

Bloque 2



‘r Analiza y resuelve los siguientes problemas.
1
2

Una cancha de futbol mide 60 m » 90 m. {Cuénto mide su diagonal?

El tamanio de una pantalla de television se expresa en plg y corresponde a la longjtud de su
diagonal. {Cuénto mide la base de una pantalla de 32 plg, si su altura es de 12 plg?

En un terreno horizontal, un cable tenso de 15 m de longitud baja desde lo mas alto de un
poste vertical hasta anclarse en el piso a @ m de la base de éste. {Qué altura tiene el poste?

&Con gué calculos te darias cuenta si el angulo que te proponen las dos escuadras de tu
juego de geometria es verdaderamente recto?

& Cdmo podrias saber si el angulo formado por dos muros de tu casa es agudo, recto u obtuso?

Para terminar, observa cémo en las tres figuras que siguen se tiene una evidencia de la vali-
dez del teorema de Pitagoras. Justifica este hecho.
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Explicitacion y uso del teorema de Pitagoras

El teorema de Pitdgoras es un enunciado geométrico que se cumple para algunos triangu-
los. En un triangulo rectangulo, {cémo se le llaman a los lados gue forman el angulo recto?,
ieomo se llama el lado opuesto al angulo recto? Observa las siguientes figuras y responde lo
que se solicita. N

a) <Qué caracteristica debe cumplir un triangulo para poder aplicar el teorema?
b) Eseribe en el recuadro el enunciado y la férmula correspondiente al teorema de

Pitagoras.
k
a
b -

* En cada uno de los triangulos rectangulos que aparecen a continuacién, calcula el valor
~ del lado desconocido y escribelo en el lugar que le corresponda.

9 [\
3 5 !

40

29

37

25
?’\ 35 21
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Y Con base en la actividad anterior, escribe tres formulas que se desprendan del teorema ﬁ Discutan en torno a los siguientes problemas y resuélvanlos.
de Pitagoras, para calcular, a partir de dos lados conocidos, la longitud de cualquiera

1. En el centro de un terreno rectangular que mide 120 m X 350 m, se encuentra una caseta
de los lados de un triangulo rectangulo. e

de vigilancia. Alrededor del terreno se construird una barda y s6lo habra una entrada. {A qué
distancia del centro de uno de los lados largos debe colocarse la entrada para que quede a
65 m de la caseta?

o=

120m

b

1. Aplica alguna de estas férmulas para que resuelvas los siguientes problemas. S ok
350m

a) Una escalera de 3 m de longitud se coloca recar-
gada en un muro vertical, separando la base del
murg a una distancia de 1.10 m. 2. ¢Cual es la altura de una piramide cuadrangular, cuya base mide 16 cm X 16 cm y cada una
1 I Y4
<Qué altura (i) alcanza la escalera sobre el muro & S SURATaas fTHoe 21 G
y 2 h = s
verticalt i Ternas pitagoricas
b) ¢A qué distancia separada del muro, debe colocarse
la escalera para que alcance una altura de 2.90 m? f Observa la siguiente figura y, con base en ella, realiza lo que se solicita.
2. Eltamano comercial de una pantalla de television es la 110m ,f £
longitud de su diagonal, medida en pulgadas. ' 2
a) &Qué altura tiene una pantalla de 24 plg, si su base -
mide 20.44 plg?
b) ¢Cuanto mide la base de una pantalla de 42 plg, si 10
su altura es de 20.01 pig? 6
¢) ¢Cudles el tamano comercial de una pantalla cuyas d
dimensiones son 27.25 plg % 16.78 plg? 4
- _.-’- 8
¥ s
1. Escribe dos ternas pitagoricas distintas a las que muestra la figura, pero que sean proporcio-
nales a éstas. ¥
2. Verifica si las siguientes colecciones son ternas pitagoricas.
{5, 12, 13); (7, 24, 25); (8, 15, 17); (9, 40, 41) y (20, 21, 29)
3. Las dimensiones de una cancha de futbol profesional son de 90 m x 120 m. éCuél es la E E En particular, a éstas se les llama ternas pitagbricas primitivas porque los nimeros que las forman
distancia méxima que un jugador puede correr en linea recta dentro de la cancha? ! + no tienen un factor coman.
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‘ﬂ" Observen la siguiente figura. Después, discutan el procedimiento a seguir para calcular
la distancia entre los puntos A y B, y respondan lo que se solicita.

'B

105

a) ¢Cual es la terna pitagorica primitiva que se relaciona con este problema?
b) ¢Qué multiplo de dicha terna se encuentra en el tridngulo menor?

¢) <¢Qué miltiplo de la terna se encuentra en el tridngulo mayor?

d) ¢Cuénto mide la hipotenusa del tridngulo menor?

e) ¢Cuanto mide la hipotenusa del triangulo mayor?

f) &Cudl es la distancia del punto A al punto B?

* Analicen y resuelvan los siguien-
tes problemas.

1. Un carpintero desea cortar en
angulo recto una tabla de 25 cm
de ancho, pero no tiene escuadra.
&Qué terna pitagorica le seria (til
para trazar la linea de corte? éQué
medidas debe marcar en la tabla
antes de trazar su linea?

2. Calculen la altura de una pira-
mide cuya base es un rectan-
gulo de 60 cm x 80 cm, y cada
una de sus aristas mide 130 cm.
Pista: es necesario utilizar dos
veces el teorema de Pitagoras.
Observen la figura que se mues-
tra y recuerden la construccion y
caracteristicas de una pirdmide.
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Manejo de la informaciér
Nociones de probabilidad

Calculo de la probabilidad de ocurrencia de dos eventos mutuamente
excluyentes y de eventos complementarios (regla de la suma)

* 'Analiza la situacion que se presenta a continuacion y responde lo que se solicita.

Cuando tiras un dado hay 6 posibles resultados: {1, 2, 3, 4, by 6}.
Cuando tiras dos dados v sumas los resultados que salieron hay 11
posibles resultados: {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 y 12}.

a) Sial tirar un dado salié un nimero par, équé resul-
tados pudieron haber salido?

b} éQué resultados no pudieron haber salido?

c) Sial tirar dos dados, en uno de ellos sale 6, iqué
resultados puedes obtener al sumar este resultado
con el del otro dado?

d) <Qué resultados no puedes obtener en ese caso?

El espacio muestral

En un experimento, al conjunto de resultados posibles se le conoce con el nombre de espacio
muestral; dependiendo del experimento que se vaya a realizar, el espacio muestral puede ser finito
o infinito.

Un ejemplo de espacio muestral finito nos lo proporciona un dado, en este caso el espacio mues-
tral (conjunto de eventos posibles) es {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Un gjemplo de espacio muestral infinito es
el conjunto de fracciones cuyo numerador es cero y el denominador es cualquier nimero distinto de
cero, en ese caso no podemos hacer una lista que contenga todos los eventos, pues el conjunto es
infinito. En esta secuencia trabajaremos con experimentos del tipo finito, pues el manejo del infinito
requiere un enfoque especial.

En caso de que un dado tuviera una cara marcada con 1, dos caras marcadas con 2 y tres caras mar-
cadas con 6, el espacio muestral serfa {1, 2, 6}, pero cada evento tendria una probabilidad diferente.
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El fisico, mateméatico y astrénomo francés Pierre Simon de Laplace ...
(4749 - 1827) fue uno de los principales estudiosos de la teoria modera de | g
la prohab_illdad En 1812 publicé “Teoria de las probabilidades”, y en 1814
o filoséfico de las probabilidades™ en esta obra enunci6 en diez prin-
dpmsgemrales todo lo que hasta entonces se sabia sobre el tema. Laplace
dijo “ Hemos de considerar el estado actual del Universo como el efecto de
su estado anterior y como la causa del que ha de seguirle”; también men-
La palabra azar sdlo expresa nuestra ignorancia de las causas de
los fenémenos. que observamos gue ocurren y se suceden sin ningn orden
aparente. La mubamrdad es relativa en parte a nuestra ignorancia y en par-

Tomado de: ahano Campos, Laplace: Ensayo filosdfico sobre las probabilidades, diciembre de 2004,

Una vez que hemos determinado el espacio muestral de un experimento aleatorio, podemos entrar en
el terreno de asignar a cada evento una probabilidad. Para ello distinguiremos dos tipos de eventos.

Eventos simples
Son los eventos del espacio muestral.
a) En el caso de tirar un dado, écudles son los eventos simples?
Eventos compuestos
Es una coleccion o agrupamiento de eventos simples.

a) Enel caso de tirar un dado, écudles son los resultados posibles correspondientes al evento
compuesto “obtener un nlmero par”?

b) Y écudles son los resultados posibles correspondientes al evento compuesto “obtener un
namero multiplo de 3"?

Probabilidad de eventos simples

La probabilidad asociada a un evento simple es un namero entre 0 y 1 que corresponde a la fraccion:

1
(NGmero de eventos posibles)

a) Al tirar un dado, écudl es la probabilidad de obtener el evento simple “obtener un 5"2
En general, la probabilidad de obtener un evento “x” se escribe P(x).
b) Escribe las probabilidades de los siguientes eventos simples al tirar un dado:
* P)= « P@)= . PB)=
* Pl)= s PA)= * PE)=

¢) Retomando el gjemplo del dado con una cara marcada: 1, dos caras marcadas: 2, y tres
caras marcadas: 6. Escribe las probabilidades de los siguientes eventos simples:

.« PA)= + PQ2)= « PO)=
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g

I/f'? Determina el espacio muestral de los siguientes experimentos.

Espacio muestral

Experimento

ﬁt}cﬂmleta la tabla y determina las probabilidades de
- cada uno de los eventos simples que se presentan en
los siguientes experimentos aleatorios.

Palabra Mu

Probabilidad
de cada evento simple

Experimento Espacio muestral

Pi$2) = 2,
O} P(ss) = L,
P$10) = L,
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Probabilidad de eventos compuestos

Cuando se tienen eventos compuestos, &l calculo de probabilidades requiere analizar cuidadosamente
el espacio muestral. Las matematicas nos ofrecen herramientas que nos facilitaran el trabajo.

‘r Considera el experimento aleatorio lanzar un dado y su espacio muestral {1, 2, 3, 4, 5, 6},
ademas examina las probabilidades.

P) =5, PQ) =& P& = 5. P&) = 5. PO = 5. PO = &

a) Ahora piensa en el evento compuesto para obtener un namero par (estd compuesto por
los eventos simples 2, 4, 6), el siguiente esquema puede ayudarte,

+ iComo puede calcularse la probabilidad de obtener un ndmero par?

b) Calcula las siguientes probabilidades:

+ Obtener un ndmero menor gue 4

= Obtener un ndmero impar

* QObtener un mukltiplo de 3

+ Obtener un ndmero primo

¢) Engeneral, ése te ocurre algdn método para
calcular la probabilidad de eventos compues-
tos, a partir de las probabilidades de los
eventos simples que los forman? Describelo.

Y Analiza y resuelve los siguientes problemas.

1. Considera el experimento aleatorio tirar dos
dados y sumar los resultados y sobre éste, los
eventos compuestos obtener un niimero par y obtener un numero impar. Calcula la probabi-
lidad de cada une de ellos.

2. Considera el experimento aleatorio tirar tres monedas y el evento compuesto gue dos de las
tres monedas caigan aguila. Calcula su probabilidad.

3. Considera el experimento aleatorio tirar dos dados y calcular la diferencia (positiva o cero)
entre sus puntcs, y el evento compuesto obtener un numero mayor que 4. Calcula su
probabilidad.
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Combinaciones de eventos compuestos que son excluyentes o no excluyentes

En ocasiones, es necesario calcular la probabilidad de eventos compuestos determinados con mal-
tiples condiciones, por ejemplo, tornaremos comoe experimento sacar una carta de baraja que tiene
como espacio muestral las siguientes cartas.

] iw | liw v fvw| iww| iww| [w v v w| [l v| Fex -xqp;T
v A ol aallaa 41& 1a) I:! % [ EE?
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* w * LR "1'
Tt vy vy ve vw vw v
(] I 14 W oe| e ) [ie ¢ [la
& & o L ) o‘o
oL et Lol (e e |4 & e 0
& ia 0 [ee] [laa] [is o] s e
& v v [|ve o0
gl e vt (e (vep (vw (oW

Las probabilidades de eventos compuestos como sacar un corazon, sacar una letra o bien sacar un
nuimero par son sencillas de calcular, pero qué tal un evento como sacar una letra o una carta que
sea corazon y nuimero par.

&Sera posible calcular la probabilidad de un evento como éste en términos de eventos menos complicados?

Al finalizar el apartado volveremos sobre la probabilidad de este evento, por lo pronto analizaremos
un par de términos.

Eventos excluyentes y eventos no excluyentes

Considera el experimento tirar un dado y calcula las probabilidades de los siguientes eventos com-
puestos, torma en cuenta que (1 U 2) significa sacar 1 o sacar 2.

a) PAU2) =
by PBUA4) =

¢c) PBUB =
Estos tres eventos se consideran excluyentes porque no hay traslapes entre ellos, es decir, que no
hay un resultado que pertenezca a ambos eventos compuestos; esta cualidad resultara importante

més adelante, De la definicién de eventos excluyentes, se dice que todos los eventos simples son
excluyentes entre si, épor qué?
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‘K Considera los siguientes eventos compuestos y calcula sus probabilidades.

a) Plsacar un numero impar) =

b)
c)
d)

Pisacar un numero mayor que 3) =

éLos eventos anteriores son excluyentes o no excluyentes?, {por qué?

&A cudl de ellos pertenece el evento simple sacar un 57

Recapitulemos lo aprendido hasta ahora.

+ F| espacio muestral de un experimento aleatorio es el conjunto de posibles resultados
del experimento.

+ (Cada elemento perteneciente al espacio muestral es considerado un evento simple.
+ Una coleccidon de varios eventos simples es considerada un evento compuesto,

+ Cuando en un experimento aleatorio se tienen dos eventos: A (evento 1) y B (evento
2), se dice que, A y B son eventos excluyentes, si no hay ningln evento simple que
pertenezca simultédneamente al evento A v al evento B, es decir, la ocurrencia de A
excluye totalmente la posibilidad de que al mismo tiempo ocurra B y viceversa.

+ Cuando en un experimento aleatorio se tienen dos eventos A vy B, se dice que son
eventos no excluyentes, si al menos existe un evento simple que pertenezca al evento
Ay al evento B, es decir, si la ocurrencia de A no excluye la posibilidad de que al
mismo tiempo ocurra B,

+ Todos los eventos simples son excluyentes respecto a otros eventos simples, pues

el hecho de que ocurra un evento simple excluye totalmente la posibilidad de que al
mismo tiempo ocurra otro.

Los conectivos “o” e “y"”

‘r Calcula la probabilidad de que ocurra sacar 1 U 2 y sacar 3 U 4 de manera simultanea.
Para calcular esa probabilidad utiliza los conectivos “o” e “y” para combinarlos.

a) <&Qué entiendes por la probabilidad de sacar 1 UJ 2 o sacar 3 U 47
b) ¢Qué entiendes por la probabilidad de sacar 1 U 2 y sacar 3 U 4?

¢) Uno de estos dos eventos combinados tiene probabilidad cero, es decir, es un evento
imposible, écual es?

Visualizando los conectivos “o0” e *y”
Y Estudia los diagramas de Carroll para el analisis de dos eventos.

Para apreciar la utilizacion de los diagramas de Carroll en el anélisis de dos eventos, imaginemos que
tenemos dos eventos A y B y sus opuestos no Ay no B.
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Esta clasificacion nos permite partir el espacio muestral en dos regiones, como lo muestra el siguiente
diagrama.

B no B
A Ay B AynoB
no A noAy#B noAynoB

En el diagrama se puede leer que hay dos conjuntos, el conjunto A representado por la primera fila y
el conjunto B representado por la primera columna. La celda que es comun a esa fila y a esa columna
representa la interseccion de Ay B.

-
B no B
> A Ayno B
no A noAyB noAynoB

Las tres celdas que forman esa fila ¥ esa columna, todas juntas son la unién de A con B.

B no B
A Ay B AynoB
no A noAyB noAyno B

La cuarta celda, es decir, la gue no pertenece ni a la primera fila ni a la primera columna, representa
el complemento de la unidn de A con B, es decir, el caso en gue no sucede A y no sucede B.

B no B
A Ay B AynoB
no A noAyB no Aynoc B

Volviendo al ejemple del dado, consideremos ahora el evento compuesto A = {salga 1 0 2} y al evento
B = {salga 3 o 4}, luego clasificamos el espacio muestral usando los criterios: (1 U2o0no1U 2)
¥y (3 U 4ono3U4). Recuerda que {1 U 2) significa "que salga 1 0 2", y no (1 U 2) significa “que
no salga ni 1, ni 2", lo mismo para (3 U 4) y no (3 U 4): Representamos los eventos en un diagrama
de Carroll,

BU4 no(3U 4
1LU2) 1U2)y((3U4) (1U2)yno(3U4)
no(1U2) n(lU2)y(@E U4 no{(lU2yno(3U4)
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Vemos que el espacio queda dividido en cuatro regiones.
a) Una de ellas contiene los numeros que cumplen los criterios (1 U 2) y (3 U 4).
b) Otra contiene los numeros que cumplen el criterio (1 U 2) pero no el criterio (3 U 4).
¢) Otra contiene los ndmeros que cumplen el criterio (3 U 4) pero no el criterio (1 U 2).
d) La ditima contiene los nlmeros que no cumplen ni el criterio (1 U 2) ni el criterio (3 U 4).

Ahora, haciendo el anélisis de la tabla, podras observar que si ocurre el evento (1 U 2) entonces no
puede ocurrir al mismo tiempo el evento (3 U 4), por lo que estos eventos son

De lo anterior, inferimos que la regidn correspondiente a la interseccidn de los eventos A y B debe
quedar vacia en la tabla.

B U4 no (3 U 4)
(tu2 (1U2)y@BU4 @U2yno(3U4)
no(1U2) no(1U2)y(3U4) no(1U2yno@U4

a) é¢Secumpleenestecasoque PIAU203U4) =P U2) + PEU4?
b) ¢éCédmo puedes calcular PA U2y 3 U 4)?

‘r Elabora el diagrama de Carroll que corresponde a los eventos sacar un numero impar
y sacar un nimero mayor que 3; después utilizalo para analizar el evento compuesto
sacar humero impar y mayor que 3 y el evento compuesto sacar numero impar o mayor
que 3.

a) ¢Se trata de eventos excluyentes o no excluyentes? éEn qué celda del diagrama te fijas
para saberlo?

b) éQué nimeros pertenecen al evento sacar nimerc impar y mayor que 37
¢) <Qué nimeros pertenecen al evento sacar nimero impar o mayor que 37

d) &Se cumple en este caso que Plndmero impar o mayor que 3) = Plnumeroc impar) +
P(ntmero mavor que 3)?, épor qué?

e) ¢Como puedes calcular P{nimero impar y mayor gue 3)?

f) &Cémo utilizarias Pino impar ni mayor que 3) para calcular P(nimero impar o mayor que 3)?
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Union (o) e interseccion (y) de eventos compuestos

Para calcular la probabilidad de dos eventos combinados, es importante distinguir si se trata de even-
tos excluyentes o no excluyentes, pues en uno de estos vale la regla.

Considera los eventos A y B para realizar los gjercicios.

a) Sise conoce P(A) y P(B), entonces (A o B) = P(A)+P(B).

+ Explica si esta regla es valida para eventos excluyentes o eventos no excluyentes.
b) Sise conoce P(A), P(B), entonces P(Ay B) = 0,

+ Explica si esta regla es valida para eventos excluyentes o eventos no excluyentes.
¢) <¢En qué casos laregla P(A o B) = P(A) + P(B) — P(Ay B) puede ser Gtil?

‘t Para verificar las reglas que acabamos de discutir, considera el experimento tirar un dado.

1

Calcula las siguientes probabilidades.
a) Plsacar un numero par) =

b) Plsacar un numero menor que 3) =
¢) Plsacar un nimero mayor que 2) =

Trata de aplicar las reglas que acabamos de discutir, tomando en cuenta si los eventos se
combinan, son excluyentes o no. Si necesitas visualizar el problema, traza los diagramas de
Carroll que necesites.

a) Calcula la probabilidad compuesta de dos eventos.
+ Plsacar un numero que sea menor gue 3 y mayor que 2) =
* P{sacar un nimero que sea menor que 3 o mayor gue 2) =
b) Calcula la probabilidad compuesta de dos eventos.
= P(sacar un nimero que sea par y mayor gue 2) =
* Pisacar un nimero que sea par 0 mayor gue 2) =

Después de haber realizado estas actividades y de analizar los diagramas de Carroll correspondien-
tes, ése te ocurre una manera general que permita calcular P{A o B) en términos de Pino A y no
B)? Describela.

a) Cuando se tienen dos eventos excluyentes, se cumplen las siguientes reglas.

* Pleventolyevento 2) =0

* Plevento 1 o evento 2) = Plevento 1) + Plevento 2)

= Plevento 1 o evento 2) = Plevento 1) + Plevento 2) — Plevento 1 y evento 2)
b) Cuando se tienen dos eventos excluyentes o no, se cumplen las siguientes reglas:

+ Se puede utilizar un diagrama como los de Carroll para determinar

Plevento 1 y evento 2)
* Plevento 1 o evento 2) = 1 — Plevento 1 y evento 2)
Este Ultimo es conocido como la probabilidad de que un evento no ocurra.
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Volvamos al experimento sacar una carta de una baraja

{w ' A partir de las probabilidades anteriores y de lo que has estudiado en este apartado,
calcula las probabilidades.

a) P(sacarun corazon)
b) Pl(sacar una letra)
¢} Plsacar un numero par)
d) Plsacar una letra y que sea corazon)
e) Plsacar una letra o niimero par)
f) Plsacar una carta que sea corazén o nuimero par)
g) Plsacar una carta gue sea corazon y numero par)
‘;ij Para cerrar este apartado realiza las siguientes actividades.

1. Explica el uso de los conectivos vistos en este episodio para componer eventos nuevos a
partir de dos eventos conocidos. llustra tu explicacion con un ejemplo en el que, a partir de
los eventos evento 1 y evento 2, construyas los eventos (evento 1 y evento 2), (evento 1 o
evento 2),

Conectivo “o"

Conectivo “y”

2. Explica cémo calcular las probabilidades Plevento 1 y evento 2), Plevento 1 o evento 2) a
partir de las probabilidades Plevento 1), Plevento 2), llustra la explicacién con un ejemplo.
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Evaluacion tipo risa

Lee, analiza la informacién presentada y resuelve las siguientes situaciones problematicas.

Los alumnos de 3° B estuvieron en desacuerdo con su maestro de Formacién Civica y Etica cuando
les dijo gque sdlo 40% de los alumnos habia tenido buen desempefio con resultados superiores a 8,
por lo que decidieron analizar la grafica con las calificaciones que obtuvieron:

Calificaciones

1.4Cudl es la calificacion que méas se repite?
a) 6
b) 7
c) 8
d) 9

2. iCuantos alumnos hay en el grupo?
a) 20
b) 27
c) 37
d) 45

3. {Qué porcentaje de alumnos tuvo la calificacion de excelencia?
a) 15.5%
b) 17.7%
¢) 35.4%
d) 40%

4. LQué porcentaje de alumnos tuvo un bajo desempefo?
a) 60%
b) 72%
c) B0%
d) 95%
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Competencias que se favorecen

\

Resolver problemas de manera auténoma
Comunicar informacién mateméatica
Validar procedimientos y resultados

« Manejar técnicas eficientemente

..!L Aprendizajes esperados

-

Resuelve problemas que implican el uso de ecuaciones de segundo grado.

L]

Resuelve problemas de congruencia y semejanza que implican utilizar estas
propiedades en triangulos o cualquier figura.
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Sentido numérlmly

ﬁ Realicen lo que se solicita a continuacion.
1. Escriban la expresidon algebrai-

Patrones y ecuaCiones ca que corresponde al drea del

rectangulo rojo de la figura de la
Resolucién de problemas que implican el uso de ecuaciones cuadraticas. derecha.
Aplicacion de la formula general para resolver dichas ecuaciones T

con 6 piezas amarillas (6x7),
5 azules (bx) y una verde (1);

E En el Blogue 2, resolviste algunas ecuaciones cuadraticas por factorizacion. posteriormente, usen la figura
1] -
i e 119 o i encontrada para resolver por
= '* Cinénn base en tus conocimientos, realiza la actividad que se presenta a continua- factorsacion I scLacibn
0 c -
=
E 1. Una de las siguientes ecuaciones es factorizable, la otra no. Identifica cual si lo es y 6x2+Bx+1=0.
‘g explica por gué.
(o] g 3. Tracen un rectangule integrado
= ¥+ xr+1=0 por 3 piezas amarillas (3x9), 5
F+tx—6=20 azules (5x) vy 2 verdes (2).
a) ¢Hay dos enteros que sumen 1y su producto sea —6?, écudles son? Sino los hay 4. Usen la figura para resolver por factorizacién la ecuacién 3x* + &x + 2 = 0.
explica por qué. 5. Intenten trazar un rectangulo con una pieza amarilla (x* ), 6 azules (6x) y 3 verdes (3).

b) c',Ha‘y dos _enteros gue sumen —6 y su producto sea 1?7, écudles son? Si no los hay a) ¢Es posible factorizar la ecuacion X + 6x + 3 = 0?
explica por qué.

; : . b) éDe qué manera la resolverian?
¢) Escribe en forma factorizada la ecuacion que resultd factorizable.

oM
o
=
o
=)

[a2]

c) ¢Cuéntas piezas verdes hacen falta para que la ecuacion se pueda factorizar?
2. Usalasuma y el producto de los enteros 3y 2, para escribir una ecuacion factorizable, |

en la forma general ax” + bx + ¢ = Oy en la forma factorizada (x + h)(y + &) = O. La siguiente figura les da una pista para que intenten resolver la ecuacién anterior.

Es posible visualizar de manera gréfica por qué una de las ecuaciones anteriores no es facto-
rizable. Si x es un ndmero positivo, las cantidades %, x y 1 se pueden representar en forma
grafica como las areas de las siguientes figuras:

4Qué pasa si a la ecuacion x* + 6x + 3 = 0 |le sumas a ambos lados ese nimero que hace falta?
Verifiquen si se puede escribir en la forma (x + 3)* = 6. {éCAmo resolverian esta ecuacion? (Cuéles
= H son sus soluciones?
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Palabra Mu

El procedimiento anterior tiene una parte constructiva que es la
clave para resclver la ecuacion; esto es, a ambos miembros de la
ecuacion se les suma una constante para lograr que la represen-
tacion geométrica del miembro de la izquierda sea un cuadrado.
En el ejemplo, el cuadrado que se completd tiene un lado cuya
medida estd dada por el binomio x + 3; asl, el area total del
cuadrado es el cuadrado de ese binomio (x + 3)°, que a su vez
puede expresarse también como el trinomio x* + Gy + 9, A éstos
se les conoce como trinomios cuadrados perfectos porgue son
el cuadrado de un binomio. Al pracedimiento de ajustar la cons-
tante en el trinomio original se le denomina completar un trinomic
cuadrado perfecto (completar un rce).

ﬁ Tracen los cuadrados que corresponden a los siguientes binomios uniendo solo piezas
amarillas y azules de las que han utilizado en esta secuencia.

¥+ 12x
x4+ Bx
2+ 2x

1. Observen cuantas piezas verdes hacen falta para completar el cuadrado de cada binomio.
Al final, escriban los trinomios cuadrados perfectos que resulten.

2. Discutan sobre el procedimiento que seguirian para completar los cuadrados sin apoyarse
en alguna figura; centren sus argumentos en responder las siguientes preguntas,

Si el binomio original x? + bx quiere transformarse en el trinomio cuadrado perfecto x* + bx + ¢ que
a su vez es el cuadrado del binomio (x + &)?.

a) &éQué relacidn tiene la constante /i con b?
b) éQué relacién tiene la constante ¢ con h?
3. Observen el desarrollo del cuadrado del binomio (x + h)?, que es:
X+ 2hx + h?
Compérenlo con la expresion cuadratica original;
ax’ + bx + ¢
Ahora completen el siguiente argumento;

Una expresién cuadratica de la forma ax® + bx + ¢ es un 1cp cuando su coeficiente cuadratico
esigual a ; su coeficiente lineal , €s el doble de un entero : ¥ su término independiente
_ es el cuadrado de dicho entero.

Compartan y discutan con sus companeros las conclusiones a las que llegaron y pidan la intervencion
de su profesor para llegar a un acuerdo grupal al respecto.
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‘n~ Usen el procedimiento del esquema anterior para realizar lo que se solicita.

1. Completen los tcr v escribanlos en la forma (x + h)? = 2 + bx + €.

a) ¥+ 3x
b) x*— 3x
) 2 -5

2. Resuelvan las siguientes ecuaciones completando en cada caso un 1or.
a 2+dx+1=0
b) ¥+ 4x—3 =0
c) 2+ 3x+ i‘— =D
dx¥*-3x+1=0

Antes de continuar, s conveniente reconocer los nombres que tienen los términos de una ecuacion
cuadratica general ax” + bx + ¢ = 0, en la que los coeficientes a, b y ¢ pueden ser positivos, nega-
tivos o cero, pero;

a) ¢{Tendria sentido pensar en una ecuacion cuadratica en la que a = 0?
b) Dado el caso, ide qué tipo de ecuacién se trataria?

Al término ax® se le llama cuadrético, a bx se le denomina lineal y ¢ es el término independiente (por-
que no depende de la variable x), de aqui que a sea el coeficiente cuadratico, b el coeficiente lineal
¥ ¢ el coeficiente constante o independiente,

Completar trinomios cuadrados perfectos es una herramienta muy Util para resolver ecuaciones
cuadréticas que no son factorizables. A manera de resumen, a continuacion se muestra un proce-
dimiento para resolver ecuaciones cuadraticas cuyo coeficiente cuadrético es distinto de 1, la clave
del proceso esta en dividir la ecuacién por una constante adecuada.

‘r Analiza y responde lo siguiente.
Considera la ecuacion 3x* + 2x —= 5 =0

a) Al dividirla entre 3, éen qué ecuacion se convierte?

b) Para completar un e, se deja del lado izquierdo el binomio que consta de los términos
cuadrético y lineal, pasando al lado derecho del término independiente. éCémo queda
la ecuacion?

¢) Luego se identifica la constante h, dividiendo b entre 2, que en este caso resulta la mitad
de % &A qué es igual h?

d) La constante ¢, necesaria para completar el ce, es el cuadrado de h, éa qué esigual ¢?
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e) Al sumar esta constante a ambos miembros de la ecuacién, {qué se obtiene?

fi En forma simplificada resulta; 1% + % x+ % = 19—3.

g) Y esta (ltima ecuacion puede escribirse ya en forma factorizada, tomando en cuenta que
su lado izquierdo es el cuadrado del binomio (x+4), éa qué es igual?

;}2 _ 16

h) Comprueba que la ecuacién gueda, por tanto, de la forma (x Fimge] =

5
i) Al tomar la raiz cuadrada a ambos miembros se obtiene ir + %' = %. que se resuelve

con un doble signo para el argumento del valor absoluto: es decir: x + % = i%.

j) Finalmente, al despejar la variable x, se obtienen dos soluciones, écuéles son?

"l' Realiza lo que se solicita a continuacion.

®
=
=
o
=
w

1. Aplica el procedimiento que acabas de aprender. En cada paso escribe la ecuacion resultan-

te.
2¢-6x+2=0
a) Divide entre 2:

b) Ueva al lado derecho el término independiente:

c) ldentifica la constante que hace falta para completar el 7ce y simala a ambos miembros
de la ecuacién:

d) Escribe ahora el lado izquierdo de la ecuacidn como el cuadrado de un binomio:

e) Despeja el hinomio, usando el doble signo:

f) Obtén la solucién despejando la variable:

. El propdsito de esta actividad es fortalecer tus conocimientos para completar trinomios

cuadrados perfectos. Enseguida se presentan otros ejercicios de practica, resuélvelos en
tu cuaderno.

32—-6x+9=0
42+ 7x—-3=0

http:fwww.matematicasvisuales.comyhimlanalisis/polynomialiGuadistic:himl
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Planteamiento de problemas

Para plantear problemas que involucren alguna ecuacion cuadrética, lo primero que se debe hacer
es reconocer la variable y darle un nombre; por lo regular a ésta se le llama x, aunque esto puede
cambiar. Normalmente en la pregunta que se hace dentro del problema esta la clave para reconocer
la variable.

W Analiza y resuelve los siguientes problemas.

1. Las edades de Ana y su hermano suman 24 y los cuadrados de éstas suman 290, {Cudles
son sus edades?

2. Un terreno rectangular de césped tiene 15 m mas de largo que de ancho. Si dentro del te-
rreno se construye una pista de 3 m de ancho y el drea total de césped que queda rodeado
por ésta es de 1666 m°. {Cudles son las dimensiones del terreno?

3. Un salén de fiestas rectangular tiene 3 m mas de largo que de ancho. El salén es ampliado,
aumentando su largo en 2 m y su ancho en 3 m. Si el area resultante es de 1155 m* éQué
dimensiones tenia originalmente el salén? éCuéles son las dimensiones después de la am-
pliacién?

‘nu Resuelvan las siguientes situaciones.

1. Para el primer problema de esta pagina, formulen una pregunta equivalente que haga refe-
rencia sélo a la edad de Ana, asignen la variable y utilicenla para expresar, en forma alge-
braica, cada una de las siguientes oraciones.

a) La edad de Ana
b) La edad de su hermano (dado que ambas suman 24)
¢) La ecuacién gue corresponde a la suma de los cuadrados de las edades

2. Para el segundo problema, formulen una pregunta donde sélo se mencione el ancho del
terreno y expresen cada una de las siguientes oraciones usando |a variable:

a) El ancho del terreno

b) El largo del terreno (dado que mide 15 metros mas que &l ancho)
¢) El ancho del terreno ya reducido por la pista

d) El largo del terreno reducido

e) La ecuacién que corresponde al drea del terreno reducido

3. Para el problema 3 procedan de manera similar a los anteriores y planteen la ecuacién co-
rrespondiente.

4. Completando un e, resuelvan las ecuaciones resultantes. Posteriormente, resuelvan los
problemas.
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La férmula general

1. Calcula el discriminante de las siguientes ecuaciones y marca con una x la casilla corres-

Si se aplica el procedimiento de completar el 1cr, se puede obtener una férmula de aplicacién general sondiente al tino da:schidién para.cada .

para cualguier ecuacién cuadratica, que no sdlo sirve para encontrar la solucidn, sino también para

discriminar (distinguir) el tipo de solucién que tiene la ecuacién antes de resolverla. - z
{ 2 R . Namero de soluciones

r ) Ecuacion Discriminante Ninguna
La ecuacion cuadrética general tiene la forma ax® + bx + ¢ = 0, sus soluciones o raices se calculan Dos
a partir de la formula general: ( N
_ —bbr—dae
2a

Observa que dentro del radical aparece la expresion b* — 4ac, la cual recibe el nombre de discrimi-
nante,

2. El discriminante también puede ser (til para saber si una ecuacién es o no factorizable. De-
@ Reunidos en equipos de tres integrantes, consideren las ecuaciones de la tabla y com- sarrolla los factores propuestos y escribe la ecuacion en la forma general; después calcula
pleten las casillas con los valores correspondientes. su discriminante y obten su raiz cuadrada.

Ecuacion
factorizada

Soluciones de la
ecuacion

Ecuacidén

3. A un entero positivo, que es el cuadrado de otro entero, se le llama cuadrado perfecto.

a) Escribe a continuacion la lista de los primeros cuadrados perfectos.

1,4,9, ; ' ;
b) Se reconoce que una ecuacion cuadratica, con coeficientes enteros, es factorizable si el
1. éQué se puede decir de una ecuacion en la que &l valor de b* — dac es negativo? éQué se valor numérico de su discriminante es
puede decir cuando el resultado de b* — 4ac es cero? {Qué se puede decir cuando b* — dac =
es positivo? ﬁ‘ Analicen las siguientes ecuaciones. Resuelvan por factorizacién las que sean factoriza-

" bles. Apliquen la formula general para resolver las que no lo son.
2. Busqguen en el diccionario los significados de la palabra “discriminar” y discutan cuél es el

sentido que tiene en este contexto, cuando se habla de un “discriminante”. —3x2—-2x+8=0 2¢¢+6x—1=0 2@+ Tx+4=0
Ahora que tiene sentico el nombre de discriminante de fa ecuacion cuadratica que se da a la expre- ~-%+3=0 2+ 5x+2=0 °+Tx+2=0
sién b* — dac, podemos distinguir los tres tipos de soluciones que una ecuacién cuadrética puede &Por qué se puede asegurar que una ecuacion cuadratica tiene dos soluciones si el signo del término
tener: Diremos que no tiene raices reales cuando el discriminante es negativo; que tiene una raiz do- independiente es contrario al del coeficiente cuadrético? Discutan en tormno a la pregunta y lleguen
ble, cuando el discriminante es cero; o que tiene dos raices distintas, si el discriminante es positivo. E g a una conclusién,
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- Con base en lo que has aprendido en esta secuencia de estudio, resuelve los siguientes 4. A una alberca de 1 m de profundidad, que originalmente era cuadrada, se le aumentaron
~ problemas. En cada caso debes definir Ia variable, plantear la ecuacion correspondien- 2 m de ancho y 3 m de largo. La nueva alberca puede contener 20 m? de agua. éQué
te y encontrar su(s) solucién(es); o, en su caso, mencionar por qué es imposible. dimensiones tenia originalmente la alberca? éQué dimensiones tiene la alberca ampliada?

1. éCuantos tridngulos rectangulos pue-
den construirse con las dimensiones
establecidas en la siguiente figura?
iCudles son los triangulos resultan- -5
tes? Usa el teorema de Pitagoras.

x-4

x+3 5. Dentro de 11 anos, la edad de José Luis sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia
hace 13 afos. ¢Qué edad tiene ahora José Luis?
Edades de José Luis

2. Un piso debe decorarse como lo muestra la fi- Hace 13 afios Hoy Dentro de 11 afios

gura de la izquierda. Si el 4rea total del piso es
154 m?, équé dimensiones deben tener cada
una de las tres piezas? éCuales son las dimen-
siones del piso?

8. Una parcela rectangular de 750 m? se ha rodeado con una malla de 110 m de longitud.
<Qué dimensiones tiene la parcela?

7. Una ampliacion de un tridngulo rectangulo de lados 3, 4 v 5 tiene un area de 54 m?. &Cuén-
to miden los lados del tridngulo ampliado?

8. Un jardin rectangular de 50 m X 34 m esta rodeado por una franja de terraceria de ancho
uniforme. Si el 4rea total de la franja mide 540 m?. iCual es el ancho de la franja?

3. Un rectangulo de lados a y b, como el que se
muestra en la siguiente figura, tiene una pro-
porcion ——, tal que si sobre su lado largo se
agrega un cuadrado, el rectangulo resultan-
te tiene la misma proporcién que el original.
&Cudl es la proporcion que debe tener ese
rectangulo?

ﬂ Analicen y discutan lo siguiente.

Si lo que interesa es la proporcién y no el tamano exacto del rectangulo, sin perder generalidad se
puede suponer que a = 1 y b = x. {A qué ecuacion cuadratica con variable x da lugar la igualdad de
ambas proporciones —— = 4122

b E

. 9. Un rectangulo semejante a otro, cuyas medidas son 9 m x 12 m, tiene una diagonal de 75 m.
E &Cuéles son las dimensiones del rectangulo?

{ D
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10. La suma de un entero mas su reciproco multiplicado por 4, da 17. éDe qué entero se trata?

11. Las medidas, en centimetros, de los lados de un tridngulo rectangulo son tres nimeros
pares consecutivos. éCuales son esas medidas?

12. Una pieza rectangular de cartdn es 4 cm mas larga que ancha. Con ésta se construye una
caja sin tapa, con un volumen de 840 cm?, recortando en cada esquina un cuadrado de
6 cm. éCudles son las dimensiones de la caja?

| Em -
SR i

-
6 et ._-._._.-r_ _r} 5 J..-r-...-:. - _--”_ s
e o -
I

B g i o ey e kol :
e I o ;e e
s

13. Escribe en tu cuaderno un resumen de esta secuencia de estudio, resaltando los siguientes
aspectos:
a) ldentifica la forma que tiene una ecuacidn cuadratica, senala los términos: cuadratico,
lineal e independiente.

b) En la siguiente tabla, escribe cada ecuacion cuadratica en la forma estandar e identifica
los valores de sus coeficientes:

ax*+ bx+ec=0

Ecuacion

£ —x=3x+ 52

L =

¢) Escribe y aprende la formula general para resolver la ecuacion.

d) Destaca el discriminante y establece los tipos de solucidn que tiene la ecuacion, depen-
diendo del signo del discriminante.

e) Escribe tres ejemplos de ecuaciones cuadraticas, una sin solucién, otra con una solu-
cién y una mas con dos soluciones.

fi Explica por qué una ecuacion cuadratica tiene dos soluciones cuando sus coeficientes
cuadratico e independiente tienen signos contrarios.

g} Explica como se puede saber, calculando el discriminante, si una ecuacion cuadratica
es 0 no factonzable.
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Figuras y cuerpos

Aplicacién de los criterios de congruencia y semejanza
de triangulos en la resolucion de problemas

ﬂ- Realicen lo que se indica a continuacion.

1. ldentifiquen cada una de las figuras escribiendo su nombre en la parte inferior; poste-
riormente, respondan lo que se solicita.

a) &Son los tridngulos A, y B, congruentes? &Por qué?
b} ¢Son los triangulos A, y B, congruentes? éPor qué?
¢) &Son los triangulos A, y B, congruentes? &Por qué?
d) éSon los triangulos A, y B, congruentes? &Por qué?
e} &Son los triangulos A, y B, congruentes? &Por qué?
f) ¢Son los triangulos A, y B, congruentes? &Por que?

2. &Qué caracteristicas debe tener un cuadrilatero para que los dos tridngulos que se
obtienen al trazar cualguiera de sus diagonales sean congruentes?

3. Describan cada uno de los criterios para saber si dos triangulos son semejantes.
LLL
LAL
ALA

4. Cuando sea el caso, describan la transformacion rigida que lleva A, en B,, A, en B,
A, en B, etcétera.
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: ; : ‘r Considera un cuadrilatero ABCD cuyos lados sean iguales dos a dos. Toma en cuenta
Triangulos a partir de las medidas de sus lados los siguientes casos.

ﬂ Retinan el siguiente material y realicen lo que se solicita. Caso 1: Los lados iguales son opuestos.
* 4 popotes de 6 cm de longitud
* 4 popotes de 8 cm de longitud
* 4 popotes de 10 cm de longjtud
* Plastilina

1. Tomen popotes de cualquiera de estas longitudes y armen triangulos uniéndolos con
la plastilina. Caso 2: Los lados iguales son adyacentes.

a) Registren las medidas de los tridngulos a partir de los popotes utilizados, para ello
vayan girando en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj; por ejem-
plo: (10, 10, 10), (6, 8, 10), (6, 10, 8), etcétera.

b) ldentifiguen aguellos tridngulos que resulten congruentes.

"
1+
=
=
‘w
=
(7]
<
@
=
-]
]
=
L)
-
5
L
i
1]
-
o
Q

c) Conserven sus triangulos para una actividad que realizardn mas adelante.

Moten gue en este registro se pierde la informacion sobre los dangulos, vy sdlo se
conservan las medidas de los lados y su orden. Sabemos que un triangulo queda 1. Traza las diagonales de los dos cuadrilateros anteriores.

completamente definido si se conocen las medidas de sus lados vy sus &ngulos. o ; : oo i i
| oy | ! . ) a) ¢Sera posible en cualquiera de los casos dividir el cuadrilatero en dos triangulos con-
d) ¢Qué criterio de congruencia asegura, sin necesidad de conocer las medidas de sus gruentes?, épor qué?

angulos, gue usando nuestros popotes hemos construido tridngulos congruentes? : o ; : i e .
b) La diagonal divide al cuadrilatero en dos triangulos. éQué criterio de congruencia asegu-

* Construye con popotes dos triangulos congruentes y realiza las siguientes activida- ra que los dos triangulos son congruentes?

des. ¢) ¢En alguno de los dos casos es posible usar cualquiera de las dos diagonales para dividir
1. Une dos tridnaulos congruentes para formar un cuadrilétero. Com- is c:uagégatero en triangulos congruentes? Discute con tus companeros y argumenta tu

paralo con el de alguno de tus companercs.
a) <Todos resultaron diferentes?
by <éTodos se obtuvieron de la misma forma?

2. Observa la flecha gue aparece a continuacion.

2. Traza algunos de los cuadriléteros realizados con tridngulos con-
gruentes construidos por ti y tus companeros.

a) Explica por qué es posible dividirla en triangulos congruentes al trazar una de sus diago-
nales.

3. ¢A qué se debe que en algunos cuadrilateros sélo se puede usar una diagonal para dividirlos
en triangulos congruentes, mientras gue en otros se deben trazar ambas?

#) &Qué tienen en comdin todas los registros? 4. Utiliza los criterios de congruencia para probar mediante argumentos Iogicos que:

b) ¢Cémo deben ser los lados de un cuadrilatero para que pueda dividirse en dos tridn- E E &) En un papalote, una de sus diagonales es cortada por la otra en su punto medio.

gulos congruentes? ! N b) En un paralelogramo, ambas diagonales se cortan en sus puntos medios.
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Matematicas en el pasado

“' Observa los siguientes cuadrilateros, se sabe que sus lados son iguales dos a dos.
Completa las medidas de todos los angulos y los segmentos.

= 6ecm

3000 a.n.c M

El matemaético griego Euclides, quien vivié en el siglo i a.n.e., es famo-
S0 por sus trece libros conocidos como Los Elementos, en los que re-
copilé los conocimientos matematicos que hasta entonces se tenfan.
En el libro 1, hay dos proposiciones relacionadas con la congruencia

de triangulos.

La Proposicion 4 afirma lo que actualmente se conoce como criterio de
congruencia de tridngulos LAL (lado, dngulo, lado).

La Proposicién 8 corresponde al criterio de congruencia de triangulos

LLL (lado, lado, lado).

Posteriormente, Euclides demostrd la Proposicion 3: “Los lados y an-
gulos opuestos de un paralelogramo son iguales uno al otro y la diago-
nal divide el drea en dos partes iguales”.

146 @ Forma, espacio y medida

Resulta interesante notar que el método de Euclides era deduc-
tivo, es decir, no se basaba en “lo que se ve”, sino en axiomas,
nociones comunes y proposiciones, para demostrar mediante ar-
gumentos légicos nuevas ideas que consideraba verdaderas. Este
procedimiento deductivo garantiza que no se cometan errores de
apreciacion y toda la matematica moderna esta basada en esta
metodologia que fue formalizada por Euclides hace 2 300 anos.

Fuente: Pérez, Sergio, 2013.

Los cuadrilateros que pueden ser
divididos en triangulos congruen-
tes por sblo una de sus diagonales
son los deltoides, esto ocurre de-
bido a que una de sus diagonales
es un eje de simetria. Los deltoi-
des céncaveos, a los que denomi-
naremos flechas, son un caso es-
pecial de ellos y los que parecen
papalotes se denominan deltoides
CONVEXODS.

En la figura de la derecha,
como los lados de los trian-
gulos ABC y ADC tanto en
el deltoide convexo como en
la flecha, son iguales (AD =
AB, BC = DC y AC = AC),
sus angulos internos son
iguales y por lo tanto ambos
triangulos son congruentes,

Los cuadrildteros que pueden ser divididos en triangulos con-
gruentes por ambas diagonales son los paralelogramos (sus lados
opuestos son iguales dos a dos, en los que se incluyen como ca-
s0s especiales los rombos, rectangulos y cuadrados). Observa que
si el paralelogramo se rota 180° tomando como centro el punto
donde se cruzan las diagonales, cada una de éstas cae sobre si
misma, pero invirtiendo sus extremos.

iguales dos a dos.

Lo que se ha dicho de los deltoides para una de sus diagonales vale, en el caso de los paralelogra-
mos, para cualquiera de ellas. Los lados son iguales (AB = CD, BC = DA, BD = DB, AC = CA),
entonces los angulos internos son iguales y por lo tanto los tridngulos son iguales ABC = CDA Y
ABD = CDB.

En general, {qué podemos decir si un cuadrildtero tiene lados iguales dos a dos?, épodrd ser dividido
en tridngulos congruentes?, {de qué figura se tratard?

*' Observa la imagen del deltoide formado por dos triangulos congruentes de la pagina 149
y realiza lo que se solicita.

a) Utiliza tus conocimientos para calcular las medidas de los cuatro lados del deltoide
CONveXo.

b) Explica como pudiste averiguar cada una de las medidas.
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El teorema de Pitagoras: “En cualquier trizngulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los ca- ‘r Analiza y resuelve los siguientes problemas.

tetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”. TR
1. Prueba, mediante las razones de los

Muchos estudiantes recuerdan el teorema a partir de la formula: &° + B” = ¢% sin embargo, en este lados, que los tridngulos grandes y

moment_o resulta importante hacer otra lectura del mismo: “si se tiene un triangulo y se conocen pequefios de la imagen son seme- - -
las medld_as de dos ::'ie sus Iados_ y tsIeI angulo gue forman, es posible calcular la medida del tercer jantes, y escribe las medidas faltan-

lado mediante una férmula sencilla”. tes de todos los lados y dngulos del

deltoide.

Este teorema es un caso particular de una serie de enunciados matematicos que aseguran gque no se

necesitan las seis medidas (tres lados y tres angulos) para determinar completamente un tridngulo. a) Demuestra, a partir de las medi-

Asf, es necesario que uno de los angulos sea recto, pero en general, es posible conocer a partir de das que calculaste, que el cua-

tres medidas cualesquiera, las tres restantes. drilatero de la imagen tiene dos

angulos rectos. :

Criterios de semejanza de triangulos

2. El asta de la escuela proyecta una sombra de
2.6 m. Juan mide 1.8 my proyecta una sombra
de 1.2 m. éCudnto mide el asta? Elabora un
dibujo con triangulos semejantes para gue justi-
figues tu respuesta.

*' Refinan el siguiente material y realicen lo que se solicita.

4 popotes de 9 cm de longitud

4 popotes de 18 cm de longitud (pueden unir dos de 9 cm para obtener este
largo)

4 popotes de 15 em de longitud

* Plastilina 3. Un pescador ve un barco desde su casa y utiliza
el faro y una brijula para crear un sistema de
triangulos semejantes, tal como se observa en
la imagen. ¢A gué distancia de la casa del pes-

cador y del faro se encuentra el barco?

@
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1. Recuperen los tridngulos que crearon anteriormente.

2. Utilicen los nuevos popotes para crear copias a escala de los triangulos que hicieron.
a) ¢éResulté posible hacerlo?

b} {éComo podrian asegurar que se trata de figuras semejantes a las que hicieron
originalmente?

¢) Identifiquen los tridngulos que consideren que son semejantes y elijan una pareja.
Analicen las razones entre los lados de cada tridngulo de la paregja, dividiendo las
medidas de los lados. Recuerden que el cociente ;—g es la razon resultante de
comparar los lados AB y BC.

116.60/7/
D

4. Argumenta por qué los

d) Anoten las razones de los lados de los tridngulos ABCy A"B°C’ que eligieron, tridnglos oue se fonman en

ac co s
A8 D AT la imagen son congruentes,
= e = Escribe todas las medidas ~
= 2 = L2 = faltantes ay
BC Cor AB - asop €

e} ¢Como son las razones de los lados de uno de los tniangulos en relacion con las
razones de los lados del otro?

f) ¢Podrian asegurar ahora que se trata de tridngulos semejantes?, épor qué?

b
A
A
~

5. Piensa en un problema gue se pueda resolver usando semejanza y/o congruencia de trian-

g) Expliquen por qué AAA no es un criterio de congruencia de triangulos. E E
| I gulos, Redactalo, illstralo y resuélvelo argumentando cuidadosamente tus resultados.
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Resolucién de problemas geométricos mediante el teorema de Tales W Realiza lo que se indica a continuacién.

Un carpintero tiene una tabla de madera y quiere dividirla en 7 segmentos iguales para hacer un

La semana pasada, durante una excursion familiar, ibsars

decidimos hacer un paseo en kayak, una embarca-
cién usada para realizar recorridos en linea recta.
Tomé una brdjula mientras mi hermano remaba.
Después de un rato, mi hermano dijo: “aunque en
este kayak sdlo estoy remando yo, vamos bastante
mas rapido que aquellos dos gue reman juntos”,
refiriéndose a otra embarcacion. Con sélo observar
la brGjula me percaté de que nuestra embarcacion
chocaria contra la otra; de pronto sucedio lo inevita-
ble: algunos gritos, instrucciones cruzadas, intentos
por frenar las embarcaciones o cambiar de direccion. b) Divide el rectangulo a lo largo en T partes iguales. El reto es hacerlo sin doblarla ni me-
dirla.

e
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a) Corta una tira de papel, no importan las medidas, pero debe ser un rectangulo a fin de
que represente la tabla del carpintero.

La direccion que marcaba la brdjula al mirar hacia la otra embarcacién deberia cambiar con-
forme nos moviamos ya que habia dos posibilidades: a) nos estébamos moviendo a la misma
velocidad sobre rectas paralelas, o b) nos estdbamos moviendo sobre dos rectas que se cor-
tarfan y las velocidades de ambas embarcaciones eran tales que pasariamos por ese punto al
mismo tiempo. éSabes qué significaba eso?

‘r Responde lo que se solicita.

1. Explica con tus propias palabras y a detalle gué entiendes por una familia de rectas para-

lelas.
A continuacion, se muestra como deduje, con el trazo de tres dibujos, las posibles situaciones.
En ellos, los puntos azules representan a nuestro kayak en diferentes momentos, y los rojos al a) (Cuantas rectas es necesario trazar para definir una familia de rectas paralelas?
kayak gue termind volteado; las flechas amarillas indican la direccidn sefialada por la brdjula
a cada instante. b) {Cuéantos integrantes conforman a toda una familia de rectas paralelas?

T 2. En los siguientes enunciados, cuando hablen de una familia de rectas paralelas que cortan
a dos rectas, (aunque no lo digan en forma explicita), v esas dos rectas cumplan una con-
\ \ dicién, identifica cudl es ésta, marcandola con una v,

* Ambas rectas deben ser paralelas entre si,

\--..
\ * Ambas rectas deben tener pendientes distintas.
\ * Ambas rectas deben ser distintas.
Situacion 1 Situacién 2 Situacion 3 « Las rectas deben ser paralelas al menos a alguna de Ias rectas de la familia.
* Obﬁem los trazos del pmgﬂﬂista de la historia Y reﬁponde las siguien‘tes pre- = Al menos una de las rectas debe ser para}ela ala familia.
- guntas.
* Ambas rectas deben tener la misma pendiente y ésta debe ser distinta a la de la
1. ¢En cual situacion la colision es inminente? Justifica tu respuesta. familia,
2. ¢En alguna situacién no chocaran las embarcaciones? Explica por qué podria suceder _ -
esto. * Al menos una de las rectas debe ser perpendicular a la familia.
3. ¢En cual de las tres situaciones no hay lineas paralelas? E B_' * Ninguna debe pertenecer a la familia de paralelas.
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Recuerda que para hablar de proporcionalidad es necesario tener al menos cuatro cantidades; en
este caso son las longitudes de los segmentos gue se obtienen al cortar dos rectas mediante una
familia de paralelas.

Teorema de Tales

‘r Sigue cuidadosamente los pasos que se describen a continuacion, realiza los

¥ Realicen las siguientes actividades. trazos en tu cuaderno.

1. Observen las imagenes y respondan. a) Traza dos rectas distintas cualesquiera y lldmalas r y s, respectivamente.

b) Traza una recta/que corteary s.

c) Traza dos rectas m y n que pertenezcan a la familia de rectas paralelas determina-
da por /.
d) Aseglrate de escribir junto a cada una de las rectas la letra que la identifica.
ﬂ Comparen sus trazos con los de sus companeros.
a) éQué tienen en comin sus trazos?
b) {Cémo son las rectas [, m, y n?
/ 1’ Ubica y nombra los siguientes puntos en los trazos que hiciste en tu cuaderno.

a) Nombra A al punto donde se cortan ry 1.
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a) éCuantas rectas de una familia de paralelas son necesarias para generar cuatro seg- b) Denomina B al punto donde se cortan ry m.

mentos sobre otras dos rectas?
¢) Nombra C al punto donde se cortan ry n.

2. ldentifiguen en las siguientes imagenes las situaciones en las que puede aplicarse el teore-

ma de Tales y marquenlas con una v, d) Designa A" al punto donde se cortan s y /.

e) Llama B~ al punto donde se cortan sy m.
f) Denomina C” al punto donde se cortan s v n.

1. Analiza tus trazos y resuelve |o siguiente:

a) Sien tu construccion las rectas r vy s se cortan entre si, llama O al punto donde lo
hacen; si no é¢a qué se debe?, ési las prolongaras se cruzarian? Justifica tu res-
puesta,

b) éAlgunos de tus puntos coinciden? Si es asl, identificalos con las letras gue co-
rrespondan.

2. Mide cuidadosamente los segmentos y registralos en una tabla en tu cuaderno.
Figura 3 a) Calcula los cocientes y registralos.
3. Compara tus cocientes, ¢algunos son iguales a otros? Verifica con tus companieros si
esto sucede en sus trazos.
ﬁtr Comenten con sus companeros y profesor respondiendo lo siguiente.

Figura 2 a) Desde su experiencia, éen qué creen gue consiste el teorema de Tales?
E E‘ b) ¢Estén convencidos de que el teorema de Tales funcionaré siempre?
Figura 1 ' |
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## Realicen la siguiente actividad.

Las actividades anteriores se llevaron a cabo para convencer a tu intuicidn, pero de ninguna manera
son una demostracién de que efectivamente el tecrema de Tales siempre sea vélido, para ello de-
bemos recurrir a la Iégica y a enunciadeos que ya sabemos gue son validos (definiciones, postulados
o tecremas). Una vez que demostremos mediante el siguiente procedimiento que el enunciado de
Tales funcionara siempre, entonces podremos llamarlo teorema de Tales.

1. Observen su construccién y comparenla con la que aparece a continuacién,

: o/ c

A

4 A
/ |

En ella se encuentran los elementos que deben aparecer en las construcciones de todo el grupo: las
rectas [, m, n, r, s, ylos puntos A, B, C, A", B’, C’.

La utilizaremos para ilustrar un procedimiento I&gico que nos permitird demostrar el teorema.

5

a) Trazaremos en el esquema dos triangulos BB Ay BB A" cuya base es BB™ y su altura h
es la distancia de m a n.

BEh

* El area del tridngulo anaranjado es A = ——, y el area del triangulo azul es también E

A= F‘? . Es claro que las areas son iguales,
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b) Sitornmamos labase A'B” para el tridngulo anaranjado y AB para el triangulo azul, y sus
correspondientes alturas x” (distancia de B a s) y x (distancia de B” a 1),

h
obtenemos que el drea del tridngulo anaranjado es A = Tr% y el drea del triangulo azul es A = ? ;
pero sabemos que ambas dreas son iguales, por lo tanto A = 2“ = igf—

i i . 5 _AB
Esta relacion se puede llevar facilmente a: —— = —55.

¢) Si sobre la misma construccion repetimos el procedimiento para los tridngulos BEC y
BB,

BCx* BCx

. . . v - . o _
obtendremos que: A = 5~ =3 - estonos permitird concluir que: =g
iy g .. BC _ x _ AB
Pero por la construccion anterior tenemos que: = = =—

. iy - : Aac = ¥ e AR .
Con el mismo procedimiento p%;lrlaznos Rdemostrar que: —== <5 Y la consecuencia

: ‘ , . _AC __AB8 _ BT ¥y
inmediata seria que: T 5 il
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d) Observa que para esta demostracion hemos usado una argumentacion légica y no de-
pendimos de los trazos mas que para ilustrar el procedimiento, pues desde el principio
establecimos claramente cudl era la relacién entre las rectas y los puntos.

La demostracion es valida sin tomar informacion adicional de los trazos, pero usamos el hecho de
que “dos tridngulos distintos gue comparten una base y altura tienen la misma area”, y otros hechos
como que “dos rectas paralelas conservan la distancia entre si”, o bien, que “la distancia entre un
punto y una recta es Unica y estd determinada por la longitud del segmento perpendicular a la recta
que pasa por dicho punto”, y que “la distancia entre dos rectas paralelas es la distancia entre una
de las rectas y un punto cualquiera que pertenece a la otra”. Estos enunciados son los que nos han
permitido hacer la demostracién.

“ Repitan la argumentacion realizando las construcciones adecuadas para demostrar
que: —5 =~ = g

Detras del hecho de que al trazar paralelas a los lados de los tridngulos se obtengan tridangulos se-
mejantes se halla el teorema de Tales.

”r' Analiza el siguiente problema de proporcionalidad y encuentra los valores que corres-
ponden a las letras a, b, ¢, que son longitudes medidas sobre la linea roja,ya", b, ¢,
gue corresponden a las longitudes medidas sobre la linea azul.

O

1 Paa=

3 -

[ iy

10 d=

15 25
Qa= b= ¢ = d= 20

" Explica con tus propias palabras en qué consiste el teorema de Tales. Menciona dos
ejemplos en los que podrias aplicar dicho teorema.
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Los carpinteros usan el teorema de Tales

Supdn que un carpintero quiere dividir en tres tiras iguales una tabla que mide 40 cm de ancho por

160 cm de largo. En lugar de dividir 40 = 3, coloca la cinta métrica en diagonal a lo largo de la tabla,

comenzando en una paralela y terminando en la otra, cuidando que la medida obtenida sea un mdl-

tiplo de 3; después divide esa medida entre 3 y marca los puntos encontrados sobre las rectas que

dividen a la tabla en tres tiras. En la imagen se muestran dos gjemplos en los que se ha hecho esto.
160

0 2 _. =
‘r Con la finalidad de que relaciones el procedimiento del carpintero con el teorema de
Tales, realiza la siguiente actividad.

1. Recorta tres tiras de cartén con una longitud de 13.3 ¢m cada una. Etiquétalas como A, By C.

Se eligié esta medida de 13.3 cm porque no es sencillo determinar por métodos numéricos los pun-
tos en los que se deben marcar las tiras para dividirlas en partes iguales, pongamos un ejemplo: Para
dividir en 5 partes iguales hay que colocar marcas en los centimetros 2,66, 5.32, 7.98 y 10.64, res-
pectivamente; el problema es gue las reglas comunes no tienen la suficiente precision para realizar
las mediciones. ¢Codmo nos puede ayudar el teorema de Tales para resolver este problema?

a) Divide la tira A en 5 partes iguales

b) Divide la tira B en 9 partes iguales

¢} Divide la tira C en partes proporcionalesa 1, 2y 4

d) éCual fue la utilidad del teorema de Tales? éCémo lo aplicaste?
‘l’ Observa la siguiente figura y realiza lo que se solicita.

&y

d;

Figuras v cuerpos @ 157

Bloque 3



1. Encuentra las diferentes relaciones entre los cocientes.

a) Compara los cocientes sucesivos, -+, —-., —<., etcétera.
: f, b, ¢, : i
b) Compara los cocientes =, =, -, etcétera.

€

¢) Compara otros cocientes como —-, —-.
2. Explica y comenta con tus companeros las conclusiones a las que has llegado.

W Respondan y justifiquen los si-
guientes planteamientos.

1. Sabiendo que se cumplen las
condiciones del teorema de Ta-
les, calculen los valores de x y y.

. Dividan una tira de papel de
21.59 cm (el ancho de una hoja
tamano carta) en segmentos
proporcionalesa2 + 3+ 5+ 7,
tal como se observa en la ima-
gen. Utilicen para ello el teorema

de-l-aleS B0 34 F & T BRI RN R N D MBI NN

. élas rectas a, b, ¢, d son paralelas? Argu-

menten su respuesta con el teorema de
Tales. ——1019em |

. En la capital de la Republica mexicana,
sobre la avenida Paseo de la Reforma, se
encuentra el monumento a Cuauhtémoc,
ultimo tlatoani mexica. Cierta tarde, una
estudiante cuya altura es de 1.70 m, se F__L@lc—“l—' :
situé a pocos metros del monumento y mi- b
did su propia sombra, cuya longitud fue de
1.45 m. En ese mismo momento, el monu-
mento proyectaba una sombra de 4.24 m.
<Cudnto mide la altura del monumento a
Cuauhtémoc?

. Utiliza esta idea y elige un monumento ¢
sitio alto del lugar donde vives. Recuerda
gue la sombra debe medirse desde el pie
de la altura; es decir, desde el punto que
se encuentra justo debajo del punto mas
alto del monumento. éQué elegiste medir?
<Cuénto mide su altura usando este proce-
dimiento?
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Reactivando el saber
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Aplicacidn de la semejanza en la construccién de figuras homotéticas

Misma forma y diferente tamafno

* Reflexiona en torno a la situacion que se describe a continuacion y responde lo
que se solicita.

Por la manana muy temprano, las sombras de los caminantes se extienden hacia el poniente;
conforme el dia avanza y el Sol parece viajar sobre el horizonte, las sombras se vuelven mas y
més pequenas hasta que casi desaparecen bajo los pies; por la tarde, las sombras nuevamen-
te son largas y parecen fugarse hacia el oriente.

¢A gque se debe gue el tamano de las sombras cambie?, équé relacion tiene esto con
los temas que has estudiado en este libro?

el |

* Realiza lo que se solicita a continuacion.

1. Consigue una linterna y realiza con ella el siguiente experimento.

2. Construye un par de titeres de sombra y utiliza la linterna para proyectarlos sobre la
pared, tal como se muestra en la imagen.

a) Observa la sombra. Mantén la linterna y las figuras sobre una linea perpendicular
a la pared.

b) Intenta alejar y acercar a la pared cada una de las figuras, juega con la distancia.
¢} Acercay aleja la fuente de luz.

d) Observa el tamano y la forma. ¢Qué ocurrird con el tamano de la sombra si el foco
se aleja de la figura original?

e) iQué debes hacer si quieres que la sombra tenga el triple de tamano que la figura

Y ; X

3. Discute tus conclusiones con tus companeros en tomo a lo que observaron.
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‘ﬂ' Utilizando las ideas de la actividad anterior, juega con una sola figura y proyéctala sobre Una homotecia esté relacionada con un ndmero al que llamamos razén, la cual no es mas que la

la pared u otra superficie; mantén fijas la linterna, la figura y la superficie. Realiza lo relacion de proporcionalidad que determina el tamano de la imagen respecto al original.
que se pide a continuacion. A Midan las distancias necesarias en las siguientes homotecias y traten de averiguar cual
a) Mide la distancia entre el foco y la figura, y entre el foco y la superficie donde se proyecta es la razén en cada una. Apoyense en el concepto de triangulos semejantes.

la sombra.

b) Mide la altura de la figura ariginal y la altura de su sombra.

¢) Indica el papel que juega la semejanza de triangulos en este experimento.

d) Explica lo que ocurre cuande modificas las distancias entre el foco, la figura original y la
superficie donde se proyecta la sombra.

e) <Como se relacionan las distancias entre el foco y cada una de las figuras con el factor
de amplificacion de la sombra respecto al original?

R ' . . : Homotecia 1 : ~ Homotecia 3
f) Si wvieras la figura original y su imagen pero no supieras dénde se encuentra el foco, Homotecia 2
] 2 - + 4 ? . . . l
¢qué deberias hacer para averiguar su posicion’ a) ¢Cudl es la razdén de proporcionalidad en cada una de las homotecias?
* Recuerda que I; i:npotrlanteﬁ de respon;:lerlesis pregur:tas es b) En estas tres homotecias, ées claro cuél de las figuras es la original y cuél es la imagen?
que pienses y registres tus reflexiones sobre las ideas con las que ) ) - s ;
homotecia. Es la tra estas trabajando. ¢) Sien la homotecia 1 se toma como original a la figura pequefa, éla razén sera la misma

gue si se toma como original a la grande? 4Como se relacionan estas razones?

Haslﬂ ahOI'H, hemos E'Studiado un tlpCl df—.:- Traﬁsf{}rmaciﬂnesl SODI’B d} Exp"quen cémo se determtna |a ram,n en una homntecla cua|qu]era
el plano, a las que hemos denominado transformaciones rigidas,
éstas no alteran el tamano de las ﬁguras ni su forma. A continua-
cién estudiaremos otras que llamaremos homotecias.

macion que tiene una
ra cuando se reduce,
plia o reproduce.

'2000a.ne  1000a.n.e 1000 zonn

—h—l — 1

Una cémara estenopeica es un dispositivo 6ptico
que consiste en una caja oscura con un pequeno
agujero en una de sus paredes. Con el paso del
tiempo, este instrumento fue evolucionando hasta
convertirse en camaras fotograficas, que tuvieron
su auge en el siglo xx.

‘K Analiza el siguiente texto y observa la ilustracion. En ella puedes encontrar no una, sino
dos homotecias.

Los bacterias son microorganismos
unicelulares sin nucleo, con tama-
nos de entre 0.5 y 7 micrometros
de longitud. Aungque se saca pro-
vecho de ellas para obtener ali-
mentos, medicamentos o diversos
usos en la industria, algunas son
causantes de enfermedades. Gra-
cias a los microscopios es posible
verlas cuando se encuentran agru-
padas en colonias. Al observarlas
tenemos un ejemplo claro de la homotecia, ya que este aparato aumenta el tamafno aparente. A
continuacion se muestra una imagen de la bacteria del célera. Obsérvala y responde las preguntas.

a) Explica cuidadosamente la diferencia entre la homotecia que transforma la imagen ori-
ginal en la imagen 1 y la homotecia que transforma la imagen original en la imagen 2.
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Ibn al-Haytam, también conocido como Alhazen,
nacié alrededor del ano 965 de n.e. (nuestra era)
en el territorio que hoy corresponde a Irak. Podria decirse que él es “el padre de la Optica
moderna”, ya que explicd importantes fendmenos relacionados con la luz v la formacion de
imagenes. Propuso que la luz viaja en forma de rayos rectilineos. Fue el primero en mencionar
la propiedad fundamental de que la imagen proyectada al fondo de la cdmara no es més que
una inversién de la original que se encuentra del otro lado del agujero.

Aparte de las peculiaridades fisicas relativas a la naturaleza de |a luz, el principio geométrico ba-
_ _ sico en la camara estenopeica es precisamente la homotecia, pues como lineas rectas que con-
b) ¢Que hace la homotecia 17 vergen en un punto, los rayos de luz forman sobre la pantalla una imagen invertida de la original.

¢) ¢Qué hace la homotecia 2? E-‘ Ej Fuente: Pérez Méaximo y Pérez Sergio, 2013.
d) <Qué tienen en comun ambas homotecias? i ’
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- "*’ En los siguientes problemas, pon especial atencion en la posicion relativa del foco (o
Construye una camara estenopeica centro de la homotecia) con respecto a la figura original y a la imagen. Utiliza lo que sa-
bes sobre triangulos semejantes para determinar las medidas y las razones necesarias.

Para ello necesitaras: , o , ) -
1. Define una homotecia gue multiplique todas las distancias de la figura original por 2.5.

* Una caja pequena de carton

* Un alfiler

* Pintura o papel oscuro

* Papel cebolla o papel china blanco
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Observa la siguiente ilustracién.

2. Determina la razdn en cada una de las homotecias.

(&

3. A la figura original se le han aplicado tres homotecias diferentes, determina el centro de
cada una.

1. Pinta de negro la caja de carton o forrala de tal manera que quede totalmente oscura ' {
por dentro.

2. Con el alfiler haz un orificic en una de sus caras.

3. En la cara opuesta a la que tiene el orificio recorta una ventana peguena y cubrela con %_}

papel cebolla o china.
Figura original

4, Apunta el orificio hacia una imagen luminosa y observa lo que ocurre en la ventana

con papel cebolla. Si es necesario, cubre tu cabeza vy la caja con una tela oscura para Como seguramente habras notado, existen homotecias que conservan la orientacion de las figuras y
evitar gue la luz de alrededor contamine la imagen. también otras que las invierten.
a) ¢Qué ocurre con la imagen de la ventana cubierta con papel? * Analiza y responde los siguientes cuestionamientos.

b) ¢Se trata de una homotecia? a) Si la razén de una homotecia que duplica el tamafio de la figura original conservando

¢) De ser asi, écudl seré la razdn de esto? la orientacion es 2, écual sera la razén en una homotecia que duplica el tamano pero

invierte la orientacién?
Hemos dicho que la homotecia no es una transformacion rigida, pues conserva la forma pero i , i o ) e
aumenta o disminuye el tamanio con la razén de proporcionalidad. Recuerda que para calcular la b) ¢éCudl sera la razon en una homotecia que conserva el tamario pero invierte la orientacion’

razén de una homotecia debes establecer cudl de las figuras es la original y cual es la imagen. ’ ; : : i ;
8 gnaly ge E E c) Explica cudl es la diferencia entre una homotecia con razén positiva y una con razén

! " negativa,
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-'n'- A partir de sus observaciones de lo que ocurre con la imagen que se forma en la panta-
lla de su camara estenopeica y sus reflexiones, realicen lo que se indica a continuacion.

1. Con la informacidn que tienen ahora, revisen sus respuestas acerca de la razén de la homo-
tecia en la actividad de la camara.

a) éA qué se debe el efecto ocurrido en la cdma-
ra?

b) éQué sucederia con la imagen de |a guitarra de
la derecha si aumentaran |la distancia entre la
pantalla y el agujero?

c) ¢Se les ocurre alguna idea que les permita
crear una caja negra que genere una homote-
cia cuya razdn se encuentre entre O y 1 y entre
1 vy 1.5? Justifiguen sus respuestas.

d) {éQué significado tiene realizar una homotecia
con razén cero?

&) Expliguen el resultado de realizar una homote-
cia cuya razon sea k.

f) Indiquen el resultado de realizar una homotecia cuya razén sea —k. {Donde se localiza
esta homotecia?

* Elaboren una definicion de homotecia. Tomen en cuenta que es posible considerar tan-
to homotecias con razon positiva como las de razon negativa; destaquen el papel que
juega el punto llamado “centro de la homotecia”.

Definicién de homotecia.

%En grupo, compartan y analicen sus definiciones.
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Una homotecia es una transformacion plana que no cambia la forma pero si el tamafio de |as figuras.
Para determinarla es necesario definir un punto llamado centro y una razén. Una vez definidos estos
parédmetros, para localizar la imagen de cada punto de la figura original seré suficiente con trazar una
recta que pase por dicho punto y por el centro de la homotecia. La imagen del punto debe localizarse
sobre la recta, y su distancia al centro debe obtenerse multiplicando la razén por la distancia original.
Una homotecia puede tener razon positiva o negativa, entendiendo por una homotecia negativa que
la imagen se encuentra invertida con respecto al centro.

Casos especiales de la homotecia

a) Si el valor absoluto de la razén es mayor gue 1, la imagen es mayor gue la figura original.

b) Si el valor absoluto de la razén es menor que 1, la imagen es menor que la figura orig-
nal.

¢} Sila razén es negativa, la imagen se encuentra invertida con respecto al centro.
d) Silarazon es 1, la imagen de la homotecia es exactamente igual a la figura original.

e) Silarazén es —1, la imagen de la homotecia es del mismo tamano que el de la figura
original pero se encuentra invertida con respecto al centro,

f) Si la razdn es cero, la imagen de la homotecia se colapsa completamente en el centro.
Composicion de homotecias

't" Realiza en tu cuaderno los siguientes ejercicios.

1. Elabora un dibujo sencillo y aplicale una homotecia con razén 1.5; a la figura resultante
aplicale una homotecia con razén 2.

2. Realiza un dibujo sencillo y aplicale una homotecia con razén —1.5: en la imagen resultante
aplica una homotecia con razén 2.

3. Haz un dibujo sencillo y aplicale una homotecia con razon —1.5; al dibujo resultante aplicale
una homotecia con razén -2,
a) Con base en los gjercicios anteriores, explica lo que ocurre cuando se aplica una homo-
tecia seguida de otra.

b) &Cuél seria la razén de la homotecia resultante de una composicién de homotecias con
razones 3y —17

¢) éCual seria la razén de la homotecia resultante de una composicion de homotecias con
razones ay b?

d) {Como se relaciona el centro de la homotecia resultante con los de las homotecias ori-
ginales?

e) Indica cudles son las propiedades que cambian y cuéles las invariantes (es decir, que
no cambian) de las figuras planas al aplicarles una homotecia o una composicién de
homotecias.
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Cuando a una figura F se le aplica una homotecia H, con razén r, y centro en C,, ¥ a la imagen
resultante se le aplica una homotecia H, con razon r, y centro en C,, se dice que se ha aplicado

una composicién de homotecias. La imagen resultante es una homotecia H = H,o H, de la figura Proporcionalidad y funciones

original, donde el simbolo o representa la composicién, y la razén de la imagen es r = r, X r,, 0 Sea
el producto de las razones de las homotecias. Observa la imagen. b= i . i
? k= Lectura y construccion de graficas de funciones cuadraticas

& para modelar diversas situaciones o fenémenos

Parabolas a la vista

Y Observa las ilustraciones y responde lo que se solicita.

4Dénde las has visto? Sin duda, en el futhol, en las fuentes, en las manchas de luz que forman
las l&mparas o en las antenas que captan senales lejanas. Observa:
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=
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o
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o
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J)g?= S Q@
b g
L o3
- a
 Hipstbola
¥ EJIpse Parahola :

El centro C se encuentra sobre la recta definida por C, y C,, pudiendo estar dentro o fuera del seg-

mento C, C.,. (g_ { —
of / A
Cireul -
Homotecia y propiedades invariantes i \Q\“ / | '\_Q; \/

Sobre el siguiente esquema traza y escribe lo gque necesites para explicar el concepto de homotecia.

a) Ubica el centro
"" Realiza la siguiente actividad.

1. Accede al siguiente sitio de internet: http://www.educaplus.org/movi/4_3tparabolico.htmi.

Observa como es la trayectoria de un movil sujeto a la fuerza de gravedad cuando es lan-
d) Determina Cll.-lé cambia y CIUé no al transformar la ﬁgura original mediante una homotecia 7zado con determinada velocidad inicial y cierto éngmo de elevacion. Prueha con distintos
valores de estos dos pardmetros. Si no tienes acceso a internet, intenta lanzar una pelota
10 veces, y observa las distancias que alcanza asi como su elevacion en cada lanzamiento.
Puede variar la altura maxima que logra o el alcance, es decir la distancia a la que cae sobre
el piso, desde el punto donde fue lanzado, pero no cambia la forma de |a trayectoria. Esta
curva siempre es una

2. Si mantienes la misma velocidad de salida, por ejemplo 20 m/s y sélo varias el angulo. éQué
ocurre con la altura maxima? &Qué ocurre con el alcance?

b) Define sobre el esquema el concepto de razon

c) Explica el significado del nimero que representa la razon de la homotecia

E E 3. Simantienes el mismo angulo de salida, por ejemplo 45° y solo varias la velocidad de salida.
’ : <Qué ocurre con la altura méxima? ¢Qué ocurre con el alcance?
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Anteriormente, aprendiste a resolver ecuaciones cuadraticas de la forma ax’ + bx + ¢ = 0, por dis-
tintos métodos, y supiste gue este tipo de ecuaciones pueden tener dos soluciones, una o ninguna.
Para entender esto, observa como la expresion que aparece en el miembro izquierde de una ecuacion
torma valores distintos para distintos valores de x, y esto se puede graficar en el plano cartesiano.

* Para descubrir qué forma adquieren las graficas de las ecuaciones cuadraticas, calcula
los valores que corresponden a la expresion 2x” + x + 1 y completa la tabla.

Una vez que tengas los valores de y para cada x, gra- ¥
fica los cinco puntos y Unelos con una linea suave.

La curva que trazaste es una parabola, su orienta- 5
cién, posicidn y anchura pueden variar, dependien-
do de los coeficientes de la expresidon cuadritica

axt+ bx +c =0, 30,
a) El coeficiente cuadratico a determina la 2
orientacion y la anchura de la curva; el 1
coeficiente lineal b esta relacionado con
la posicién horizontal de la curva en los t >y
ejes cartesianos, y el coeficiente inde- -3 -2=1 01 2 3 & 35

pendiente ¢ define la posicidn vertical.

Es interesante conocer la forma de la curva a la que da lugar la
expresion cuadratica y = ax® + bx + ¢, porque entonces resolver la
ecuacién ax® + bx + ¢ = O equivale a encontrar aquellos valores
de x, para los que y vale O, es decir, donde la curva cruza al gje x.

vwiw.mathopenref.
com/quadraticexplorer.html

Nunca pierdas de vista gue més ancha o mas angosta, mas arri-
ba o més abajo, orientada al derecho o al revés, siempre estards
observando una parabola, excepto cuando a = 0. {En qué se con-
vierte la parabola cuando a = 0?7
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‘l’ A partir de las siguientes graficas, identifica cuando la ecuacion correspondiente tiene
~ dos soluciones [2], una solucién [1] o ninguna [0]. Calcula el discriminante en cada caso
y verifica lo que aprendiste al inicio del bloque.

b= o= = b= o= a= b= =

b —dac= b —4ac= b —4ac=

ﬂ‘, Discutan en torno a las siguientes preguntas y respondanlas.

1.

&Qué significa graficamente que el coeficiente cuadratico sea negativo?

2. En el caso (a,0), del vértice es un maximo o un minimo?

o~ e ;s

9.
10.
11.
T2,

&Qué significa graficamente que el coeficiente cuadratico sea positivo?

En el caso (c,0), ‘el vértice es un maximo o un minimo?

&Qué significa gréficamente que el coeficiente independiente sea negativo?

¢Qué significa graficamente que el coeficiente independiente sea positivo?

Cuando (a,0) v (c,0), éddnde se encuentra el minimo de la pardbola, en relacién con el gje x?
Cuando a < Qy ¢ > 0, {dénde se encuentra el maximo de la parabola, en relacién con el
eje 1?

¢Cuéntas veces corta la pardbola al eje x cuando a y ¢ tienen signos contrarios?

&Qué signo adquiere —4ac cuando a ¥ ¢ tienen signos contrarios?

&éDénde se encuentra el vértice de la pardbola cuando b° — 4ac = 0?

&Cudéntas veces corta la pardbola al eje x cuando b? — dac < 07?

“ Discutan sus respuestas con otras parejas y concluyan completando los siguientes
~ enunciados.

1.

Cuando la pardbola asociada a una ecuacion cuadrética corta al eje x dos veces, el discri-
minante es

. Cuando la parabola asociada a una ecuacién cuadratica toca al eje x una vez, el discrimi-

nante es

. Cuando la parabola asociada a una ecuacion cuadratica no toca al gje x, el discriminante es
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1' Analiza la siguiente situacién y con base en ella realiza lo que se solicita. A Analicen y resuelvan lo que se solicita.

En un experimento se dejd caer libremente una pelota y se tomaron fotografias a intervalos regulares
de tiempo, aproximadamente cada 0.4518 segundos, obteniendo un patrén como el que se muestra
en la siguiente tabla.

a) Como resultado de una explosidén de prueba, una roca sale disparada y un observador,
con ayuda de instrumentos registra las alturas (k) que alcanza la roca en tres momentos
distintos (¢).

1807 | 2259 | 2711 | 3.162 | 3614 | 4066 | 4518 el oo o

b) Sabiendo que la altura de la roca se explica con la formula h = ar + bt + ¢ encuentren
los coeficientes a, b y ¢ que corresponden a este movimiento, Observen que cada una
de las posiciones de la roca da lugar a una ecuacion; por ejemplo, sit =1, h = 40.1, da
como resultado, por sustitucién, la ecuacion 40.1 =a + b + c.

1. Usa la férmula d = —4.9¢ para calcular las distancias que corresponden a los tiempos
dados y escribelas en la tabla, redondeando a cuatro cifras (éstas se cuentan a partir de la
primera significativa, sin importar la posicién del punto decimal).

c) Obtengan otras dos ecuaciones y encuentren los coeficientes resolviendo el sistema de
2. Utiliza el plano cartesiano para graficar cada uno de los puntos que obtuviste. Une los pun- tres ecuaciones al que llegaron.

tos con una linea suave y observa el resultado. d) Reporten sus resultados:

a2 8BS 2 -Qzey 7 sl = s
sl 2 2 m @ &4 K = o 0 9oy e) Una vez que tengan los coeficientes, calculen los valores que faltan para completar la
L - - N N M M < < > {ab;a-
Rl B MG S s A B Rl MY RS Ea S
S T Y T T N T I t(s 2 3 4 5 6 T g8 9 10
= e i s e fan’ i tas ' e e can <) —
T3 JEST P N R ST TP S S S S | | 909
B L Ea Ry d (m) 0.9
I T4 I S S A AR AT R R e SR
EEEEEELER f) Tracen la gréfica que corresponde, uniendo los puntos con una linea suave.
o i e T e e e e e e i
t ¢ 4 ¥ F o0 &4 v 0 E
Lol l_oLoLl_L_lL_L.L_L. = 110
pa o M e T g
i F Y & 3 3 E 9 % 8 g
Y Lo [ e L. (LIS [ PR o | 90
e e v S ot ek el ) el 80
1 | I ] 1 I ] | 1 I
I ¢ A1 F oo E O34 % 70
B | S o g e SRR VRS DRI (SRR SN S 60
1 I ! 1 I I I | 1 ]
N O I T R R R R 50
'S T T O S 40 — IS
ook =tmtelaobalafalolabalka
1 1 [ T | B T 301
' ' ' " L [ ¥ ] i [ 20 -
10
a) &Qué tipo de curva obtuviste?
; g 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b) Identifica los valores de a, b y c en la expresion que usaste d = —4.9¢%, tiempo (s)
c) ¢Qué significa gréficamente que a < 0? )
e ame—m— 0 g) Después de unir los puntos, observen la grafica y respondan las preguntas.
c =0
i ; s ; —_ + JiCuanto tiempo tarda la roca en alcanzar su altura maxima?
€) Antes se dijo que b tiene que ver con la posicion horizontal, pero hablando con precision, : :
el valor de b es la pendiente que tiene la recta tangente a la curva, cuando cruza al E‘ E * ¢Qué altura maxima alcanza?
eje y. ¢Cual es este valor? . . « (Cuanto tiempo tarda la roca en regresar al piso?
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ﬂ Reunidos en equipos de tres integrantes analicen el si-
guiente problema y contesten las preguntas.

1. A una cartulina de 9 dm > 9 dm se le cortan, en dos lados
adyacentes, dos tiras de ancho x, con lo que se obtiene un
rectéangulo, como se resalta en la figura. El &rea del rectan-
gulo que se obtiene, medida en dm?, esté dada por:

A=x(9 —x) = =3 + Ox

a) La siguiente grafica muestra, en cada uno de sus pun-
tos, el area que corresponde a ese rectangulo, depen-
diendo del ancho x gue se elija.

-5‘22,
[
=20
-
gw
16

1 2 3 4 5 6 7 8 9
ancho x (dm)

* LQué valores puede tener x, para obtener efectivamente un rectangulo? (Qué pasa si
x = 07 éQué pasa six = 87

+ (Para qué valor de x se obtiene el drea maxima? &Qué tipo de rectangulo se tendria
en ese caso?

» ¢(Cual es el area maxima gue puede obtenerse?
« (CoObmo varia el perimetro del rectangulo, dependiendo de x?

+« A manera de conclusién, completen el siguiente enunciado: Una familia de rectangu-
los de perimetro constante tiene érea maxima cuando el rectangulo toma la forma de

2. Dentro de un terreno de cultivo, desea cercarse una hortaliza rectangular con una malla de
60 m de largo. £éQué forma debe darse a la hortaliza para tener el area maxima posible?
&Cudl es esa érea?

172 @ Manegjo de la informacidn

3. Un cono circular puede cortarse a distintas alturas, el area de la base del cono recortado
depende cuadraticamente de su altura, La siguiente tabla muestra algunos valores de las
areas para diferentes alturas:

Altura /: (cm) 5 7 8
Area de base b (cm?) 1.25 245 3.2

Asf, la grafica completa es la siguiente.

[ [ '
cEpssssEesssdesssdses
' v |

arex de la base {om’)

8 aitura {am}
Usando sélo la gréfica, estimen el drea que tendria la base de un cono recortado a 6 cm de altura.
a) ¢Qué altura deberia darse a un cono para gue su base tuviera un area de 2 cm??

b) Usando los datos de la tabla, encuentren la expresidn algebraica que permita calcular el
4rea de |la base a partir de la altura.

¢) Usen la expresion algebraica para verificar las respuestas que estimaron observando la
grafica.

d) {Qué area tendra la base de un cono de 3.5 em de altura?

* Para cerrar este tema, escribe en tu cuaderno un resumen en donde se explique qué
forma tiene la grafica de la expresion v = ax” + by + .

a) Incluye en tu resumen las siguientes graficas:

74%? /[\\a ~ \// ;

b) Senala en cada grafica los signos que tienen estos coeficientes, y el signo que tiene el
discriminante A (delta) de la ecuacion ax® + bx + ¢ = 0, como en el gjemplo.

LT - o -]
R

E E ¢} Menciona cudntos puntos necesitas conocer para encontrar una expresién cuadrética,
. “ mediante un sistema de ecuaciones,
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Lectura y construccién de graficas formadas por secciones rectas y curvas que A Analicen el siguiente experimento y respondan lo que se solicita.

modelan situaciones de movimiento, llenado de recipientes, etcétera Una copa se llena con un caudal constante durante un tiempo indefinido. La altura del agua h en
la copa va en aumento hasta que empieza a derramarse sin que se detenga el caudal. Una de las

sos, la informacién grafica se vuelve una herramienta todavia méas (til para visualizar el com-
portamiento vy la relacién entre las variables.

E’ Para observar algunos datos resulta més préactico observar una gréfica y visualizar tendencias; siguientes graficas describe la altura del agua dentro de la copa en funcion del tiempo.

8  sin que por ello dejen de ser importantes las tablas, pues de algin modo, no seria posible "

1 construir gréficas sin ellas, ni conocer los valores precisos de las variables. h

o

- ]

= En algunas situaciones las variables se comportan de una manera no uniforme y en esos ca- - S o H @
%

D

[+

La poblacion en México

En su edicidon del 2008, las Estadisticas del Agua en México, dadas por la Conagua, presentan,
entre otras, la siguiente tabla:

e ———————————

Evolucion de la poblacion de México, de 1950 a 2005
{millones de habitantes)

Ano 1950 1955 1960 1965 1970

Rural

17.76 | 23.10 | 28.43 | 36.45 | 44.47 | 51.34 | 58.21 | 62.73 | 67.25 | 72.98 | 79.20
25 34,99 | 41.68 | 48.36 | 57.69 | 67.02 | 74.27 | 81.51 | 86.46 | 91.41 | 97.69 |103.48

Se considera que la poblacién rural es aquella que integra localidades con menos de 2 500 habitantes, en tanto que la urbana se
refiere a poblaciones con 2 500 habitantes o més.
Fuente: Conagua. Subdireccion General de Programacion. Elaborado a partir de datos de Inegi. Censos Generales y Conteos.

{E)
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La misma informacién, en una grafica, se observa tal como se muestra a continuacion.
" Desarrolla la siguiente actividad.

1. Observa la gréfica de los datos que se pre- o I::;::::“";:“

sentan en la tabla y contesta las siguien-

tes preguntas.

a) &Qué ha sucedido con la poblacién ru-
ral de México, entre 1950 y 20057

b) £Qué ha sucedido con la poblacién ur-
bana de México, entre estos mismos
afos? a) ¢Cual de las graficas describe el llenado de la copa?

c] C’En qué aﬁosr Ia pobla{nén urbana 1850 1855 1080 1065 1070 1875 1980 1085 1000 1085 2000 2005
crecio mas rapido?

d) éAlguna de las dos poblaciones, tiende c) &Cuénto tiempo tardé en llenarse la copa hasta que empezd a derramarse?

a estabilizarse? Justifica tu respuesta. _ d) ¢Qué forma deberfa tener el vaso de la copa para que la gréfica correspondiente fuera la B?
&) ¢En qué momento la poblacién urbana rebaso a la poblacién rural?
f) ¢Segin los datos, se prevé que las poblaciones urbana y rural, vuelvan a ser del mis- H En el caso de una funcién lineal, recuerda que la tendencia al crecimiento o decrecimiento esta dada

mo tamafio?, &por qué? , , : - por la pendiente. En el siguiente problema, este concepto debe ser tomado en cuenta para respon-
2. &Que te resultd mas Util para responder las preguntas, la tabla o la grafica?, épor que? . * der algunas de las preguntas.

-
y i 1]

b) éCuél es la profundidad que tiene la copa, desde su borde hasta el fondo?
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3. La siguiente grafica muestra el volumen de gasolina contenido en el tanque de un vehiculo
durante varios dias.

Una funcién definida por tramos

ﬂ Analicen los problemas y realicen lo que se indica.

1. Un auto empieza su movimien-
to acelerando de manera cons-  distancia (m)
tante hasta que alcanza una 1 : : ! litros
velocidad méxima que man-  300{----------—deeeeee e
tiene durante cierto tiempo. Al 7). .|
llegar & un semaforo en rojo, el :
auto disminuye suavemente su ] N I
velocidad hasta detenerse. La ... o S i =0
siguiente grafica muestra las
distancias recorridas por el auto ' \l-—
en funcién del tiempo. En ella, o ;
las pendientes en cada punto A ;
representan las velocidades. 43{---- : \_

D LT T

a) A partir de la informacion
que muestra la gréfica, 58 15 20 24.2 tiempo(s) 5 10 15
discutan y respondan las
preguntas,

= ¢Con qué color se identifica en la grafica el lapso de frenado?, éel de arranque?, éel
de transito a velocidad constante?

20 da

En la noche del primer dia, el tanque se llend en la gasolinera. Adicionalmente, se sabe que el vehi-
culo hizo un viaje por carretera y transitd algunos dias en la ciudad; también se conoce gue el tangue

fue vuelto a llenar y que el vehiculo se quedé estacionado después de 20 dias.
+ ¢Cuanto tiempo durd el recorrido total del auto?

+ £Qué distancia tuvo que recorrer para alcanzar su velocidad maxima? 4. Respondan las preguntas,

. i ia recorri ? PoE— , ;
¢Qué distancia r fid durante su frenado? a) <¢Que dias circuld el vehiculo en la ciudad?

+ (Cuanto tiempo tardd en frenar?
- : . b) éQué dias viajo en carretera?
+ JCual fue la velocidad maxima que alcanzd Q ;

« ¢(Cuél fue su velocidad promedio? ¢) ¢Qué dias estuvo estacionado?

+ (Qué distancia habia recorrido a los 15 segundos? d) De los dias que circulé en la ciudad, éen cual tuvo mayor actividad? éQué dia tuvo me-
3 i Wi ?

b) Comparen sus respuestas con las de los demas equipos. nor actividad?
2. Con respecto a la Gltima pregunta, escriban en su cuaderno los métodos gue usaron distin- e) ¢Cuantos litros de gasolina le caben al tanque?

tos equi ara responderla, y contesten lo siguiente, : . .
fzq HRE . e g € f) &Cuéantos litros llenaron el tanque la primera vez? {Cudntos la segunda?
a) ¢Como se explican las diferencias entre las respuestas?

LCus i i )
b) Con la informacion de la gréfica, ées posible obtener el valor exacto de lo que se pide?, & ¢Cuantos litros quedaron en el tanque después del dia 207

Bloque 3

Leomo?
¢} Intenten responder a esta Ultima pregunta como se indica a continuacion.
+ Midiendo sobre la grafica.
= Aplicando una regla de tres convenientemente o semejanza de triangulos,

* Hallando la expresion algebraica gue corresponde al segundo tramo de la grafica y E

sustituyendo en ella r = 15.
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h) Si el vehiculo tiene en carretera un rendimiento de 10 km/l, écudntos kildémetros recorrid
en carretera?

i) Sien la ciudad tiene un rendimiento de 7 km/l, écudntos kildmetros recorrid en la ciu-
dad?

j) éCuéntos y en qué dias hubo exactamente 40 | en el tanque?
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ﬂ Analicen la informacién y realicen lo que se solicita.

1. En México, las tasas de crecimiento poblacional anual han variado significativamente. En
1895 era de 1.5%, pero decayd progresivamente hasta alcanzar una tasa negativa de
—0.5%, debido a la mortandad preducida por la Revolucion Mexicana. Posteriormente, hubo
una recuperacion gradual hasta alcanzar 1.7% en 1921, tasa que se mantuvo constante
durante 10 anos. A partir de entonces se registré un crecimiento continuo de la tasa que
alcanzd un nivel maximo de 3.4% en 1960, Desde entonces, la tasa de crecimiento anual
volvié a decaer paulatinamente hasta llegar a 1% en el afio 2000 y terminar con un registro
de 1.8% en 2005,

Construyan una grafica para que ilustren la informacion anterior, v Gsenla para responder en forma
aproximada las siguientes preguntas.

a) ¢En qué periodo la recuperacién de la tasa de crecimiento ha resultado més relevante?
b) éEntre qué ancs ha sido mas drastica la caida de la tasa anual de crecimiento?

c) ¢En qué lapso estuvo por debajo de 1%7?, éen qué anos se ubicd por encima de 2%?
d) Durante todo el periodo considerado, éla tendencia global ha sido a la alza o a la baja?

e) éQué tendencia se presentd antes de 19607, iqué tendencia se ha observado desde
19607

A% Desarrollen la siguiente actividad.

La banda sombreada que se muestra en la siguiente figura incluye tonos gue van desde la lumino-
sidad total (blanco), hasta la oscuridad total (negro), pasando ocasionalmente por medios tonos
{grises). Si le asignan a la luminosidad total el valor 1y a la oscuridad total el valor O, la intensidad
en cada punto a lo largo de la banda dependera de x, la posicidén horizontal dentro de la misma.

a) De manera apreciativa tracen la grafica que corresponde a este patrén y comparen su
grafica con las de sus companeros.

4 6 12 165 21 x

b) Respondan las siguientes preguntas.
+ ¢En qué puntos la grafica sufrié un cambio abrupto?
* ¢En qué puntos alcanza su valor maximo la luminosidad?

+ 4En qué puntos obtiene su valor minimo?
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ﬂ Discutan los resultados de la actividad anterior y respondan lo que se solicita.

Quiza algunos companeros trazaron la gréfica utilizando sélo rectas, mientras que otros tal vez usaron
parabolas vy rectas. Observen los resultados y discutan en torno a las siguientes preguntas:

a) A qué tramo de la grafica corresponde indiscutiblemente una recta?
b) Si alguno de sus companeros trazé Unicamente rectas

+ ZEn qué puntos de la grafica hay picos?

+ <En qué punios se encontrd una luminosidad de 0.5?
¢} Si alguno de sus companeros trazd parabolas y rectas

* ¢En qué puntos de la grafica estan los vértices de las parabolas?

* (En gué puntos se encontrd una luminosidad de 0.5, aproximadamente?

‘r Observa las siguientes graficas y relaciona cada una con la situacion que le corresponda.
- A |

O T R ¥ 304_

100 |-

....................................

R R R
a) La temperatura ambiental a lo largo del dia. [ ]

b) La temperatura en grados centigrados del agua hasta gue hierve durante unos minutos
y luego se enfria paulatinamente. [ ]

c) La temperatura de un blogue de hielo que se funde hasta alcanzar la temperatura am-
biente y permanece en ese estado por tiempo indefinido. [ 1

Y Realiza lo que se indica a continuacion para que llegues a una conclusion sobre lo revi-
sado hasta ahora.

Escribe en tu cuaderno un resumen de esta secuencia de estudio, en &l debes mencionar la ventaja
que tiene representar datos numéricos en forma gréfica. Senala por qué se considera que |a grafica
es una herramienta que permite apreciar de manera cualitativa algunas caracteristicas relevantes de
una situacién determinada. llustra tu resumen con algunos ejemplos inventados por ti.
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Nociones de probabilidad

Céleulo de la probabilidad de ocurrencia de dos eventos
independientes (regla del producto)

El concurso
e
="',.-'Anal la siguiente situacion y responde lo que se solicita.

Un concursante i_inalista tiene tres puertas donde encontrara su premio a elegir. En dos de
ellas los premios tienen un valor minimo y en la otra esté el premio importante.

Después de haber seleccionado su puerta, el conductor del concurso le muestra una de las
puertas no elegidas, con uno de los premios de poco valor, para ofrecerle la posibilidad de
cambiar su puerta por la otra.

Si lo hace, ¢mejoran sus posibilidades de ganar? ¢Consideras que se afecta la probabilidad
de ganar al intercambiar su primera puerta por la nueva posibilidad?, épor qué?

La historia de las dos piedras

Cuenta una leyenda que un comerciante habia hecho un mal negocio y pidio dinero a un prestamista
para recuperar sus mercancias. Cumplido el plazo acordado para pagar, el comerciante se encon-
traba sin dinero. Tenia una hermosa hija con quien el prestamista deseaba casarse a toda costa v,
viendo la oportunidad perfecta, éste le propuso al comerciante un trato: “Meteré una piedra negra
y una piedra blanca en esta bolsa vacia cuyo contenido no puede verse. Tu hija meteré la mano y
si saca |a piedra blanca perdonaré la deuda y ambos regresaran a casa; si por el contrario saca la
piedra negra debera casarse conmigo y tu deuda quedara pagada; pero si ella saca la piedra negra
y se niega a realizar la boda, ambos moriran”.

Aunque la hija del comerciante no deseaba casarse convencio a su padre de aceptar el trato y, estan-
do en un camino lleno de piedras, el prestamista levantd del suelo una piedra blanca y una negra: las
mostré al publico presente y enseguida metid la mano a la bolsa conservando en su mano la piedra
blanca, dejando dentro sdlo la piedra negra. éPodria la hija del comerciante salvarse de realizar la
boda o negarse y morir?

Y Responde las siguientes preguntas y analiza los ejemplos que se presentan a continuacion.

1. ¢El resultado de un experimento aleatorio depende del resultado de un evento anterior?
Justifica tu respuesta.

2. ¢Qué es necesario averiguar para saber cémo afecta la probabilidad de un evento A a un E

evento B?

180 @ Manejo de la informacion
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3. Analicemos un ejemplo.

a) En una bolsa hay seis caramelos de diferentes sabores (fresa, naranja, pina, limén, uva
y cereza), Completa la tabla con las condiciones para el experimento.

Total de caramelos que hay en la bolsa: 6 I
Sabor Cantidad Probabilidad

Lo primero que debes conocer es el conjunto de posibles resultados, esta informacion aparece en la
tabla bajo la etiqueta “Sabor”. Con el total de caramelos que hay en la bolsa y la cantidad de cara-
melos de cada sabor puedes asignar a cada posible resultado una probabilidad.

* ¢Cudl es la probabilidad de que obtengas el caramelo de uva?
+ ¢(Cuanto da la suma de las probabilidades de todos los posibles resultados?

b) Supdn que alguien mete la manoc y sin mirar toma el caramelo de limén. Después de
esto viene tu turno. Completa la tabla con las condiciones para tus probabilidades.

Total de caramelos que hay en la bolsa: |

Sabor Cantidad Probabilidad |

* ¢Qué ha ocurrido con las condiciones del experimento?

= ¢&Cudl es la probabilidad de obtener un caramelo de limén y por qué?

* ¢Cual es ahora la probabilidad de que obtengas el caramelo de uva?

* ¢Cuanto da ahora la suma de las probabilidades de todos los posibles resultados?

« ¢(Dirias que el resultado de este experimento depende del resultado del evento ante-
rior?, épor qué?

MNociones de probabilicdad @ 181
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4. Analicemos un ejemplo mas.
En un juego de feria le dan un premio a todo aquel que obtenga 5 en el tiro de un dado.
a) Completa |a tabla con las condiciones de este experimento.

—. - ;

Johann Gregor Mendel (1822-1884) fue un fraile
agustino estudioso de la naturaleza. Actualmente es
conocido como el padre de la genética debido a sus
trabajos sobre la transmision de las caracteristicas
de las plantas a sus descendientes. Mendel realizd
sus primeros experimentos con flores de la misma
especie que presentaban colores distintos, algunas
eran purpura y otras eran blancas.

Total de caras del dado : 6
Cantidad Probabilidad

=]
=
(1]
w
o
=
]
=
@
]
m
-
=
0
E
2
1]
=

Mendel encontré que hay un proceso aleatorio en la

. ili ? iy e o
&Cudl es |a probabilidad de que obtengas un 57 transmision de las caracteristicas genéticas y, por lo

« ¢Cuanto da la suma de las probabilidades de todos los posibles resultados? tanto, las leyes de transmisién de esta informacion -
b) Supdn que alguien pasa antes que td y obtiene como resultado un 3. Completa la tabla dependen de la probabilidad. DEL i,
con las condiciones para tus probabilidades. Las leyes de Mendel son un ejemplo de la utiidad [f LINAIINIIAD EBNVIE

de las matematicas en el estudio de las ciencias na-
turales, no s6lo en fisica, sino también en biologia y

Total de caras deldado :

Cantidad Probabilidad quimica.
Fuente: Salamanca, Fabio, 2003,
I 2
T 2 Para conocer mas sobre Mendel, te recomendamos consultar en tu Biblioteca de Aula o Escolar la
— 5 siguiente lectura: El olvidado monje del huerto: Gregor Johann Mendel de Fabio Salamanca, 2003.
e * Analiza y resuelve los siguientes problemas.
* <Qué ha ocurrido con las condiciones del experimento? 1. En condiciones normales, la probabilidad de que una pareja tenga un hijo varén es de % y
* (Cudl es ahora la probabilidad de que obtengas un 5? la probabilidad de que tengan una nina es de % Suponiendo que una familia tiene 2 hijos
+ (Cuanto da ahora la suma de las probabilidades de todos los posibles resultados? varones. ¢Cuél es la probabilidad de que en la siguiente ocasion tengan una nina? 4EI sexo
+ ¢Dirias que el resultado de este experimento depende del evento anterior?, épor qué? del siguiente hijo (o hija) depende del sexo de los que ya han nacido? Justifica tu respuesta.
Eventos dependientes e independientes 2. Una empresa da crédito a sus clientes para comprar automéviles. Para entregar los vehicu-
los, cada mes se hace un sorteo en el que a cada cliente se le asigna un nimero de puntos
Cuando en un experimento aleatorio, un evento A no modifica la probabilidad de que ocurra un even- gue corresponde a los meses que ha esperado por el coche. La probabilidad para cada
to B, decimos que A y B son eventos independientes, cliente se calcula con la expresion:
Cuando en un experimento aleatorio un evento A modifica la probabilidad de que ocurra un T
evento B, decimos que A y B son eventos dependientes. P = D

{puntos de todos los clientes)
5. Responde las preguntas.

a) ¢Cual es el espacio muestral del experimento de los caramelos que viste anteriormente? E E a) La probabilidad de que determinado cliente obtenga el automévil en cada sorteo ées un
b) ¢Cual es el espacio muestral del experimento de tirar un dado? . i evento dependiente o independiente de los eventos anteriores?
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b) Supén que habiendo 20 clientes, el total de puntos de todos es 240. Antonia tiene
4 puntos. £Cudl es su probabilidad de obtener el automavil?

c) Ahora piensa que ese mes, el auto lo obtuvo un cliente con 39 puntos. £Cudl es |a pro-
babilidad de que Antonia obtenga el auto al mes siguiente? Recuerda gue tanto Antonia
como los otros 18 clientes que no salieron sorteados aumentan sus puntos por haber
esperado un mes mas.

+ ¢(Crees que conforme aumenta el tiempo de espera aumenta la probabilidad de que
Antonia obtenga el automdvil? Justifica tu respuesta.

ﬁt,r Resuelve lo que se solicita.

1. La siguiente tabla muestra todos los posibles resultados de lanzar dos dados, complétala y
elabora un diagrama de arbol que contenga la misma informacion.

2. Identifica si los eventos A y B que se proponen en cada experimento aleatorio son depen-
dientes o independientes a partir de sus espacios muestrales, toma en cuenta gue el evento
A ocurre siempre antes del B.

Eventos
Evento A Evento B dependientes o

independientes

Espacio

Experimento
muestral
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3. Analiza el siguiente experimento y completa la tabla con las probabilidades que se piden.

Experimento: Sumar el resultado de tirar dos dados seguidos

Evento A  Probabilidad Evento B  Probabilidad Evento Probabilidad

compuesto

a) Observa el diagrama de arbol del evento compuesto Que ambos da- 2]
dos sean pares. Para cada evento compuesto elabora un diagrama de a
arbol en el que sdlo traces casos favorables al evento compuesto. a

P 2]
* (Como puede conseguirse la probabilidad del evento compuesto a 9?“{'“
partir de las probabilidades de los eventos A y B? E

; :Il

Bloque 3

4, Completa la nueva tabla con las probabilidades que se piden.

Experimento: Sumar el resultado de tirar dos dados seguidos

Evento A Probabilidad Evento B Probabilidad Evento Probabilidad
compuesto

= £

a) Elabora los diagramas de arbol correspondientes.

* (Como puede obtenerse la probabilidad del evento compuesto a partir de las proba-
bilidades de los eventos A y B?

= ¢Cual es la diferencia entre los eventos de esta tabla y los de la anterior?

Neciones de probabilicdad ® 185



Probabilidad de eventos independientes

La probabilidad del evento compuesto que se obtiene al combinar dos eventos independientes
es P = P,-P,. Esta férmula siempre es (til cuando se trata de eventos independientes. La regla
P = PP, se puede generalizar para calcular la probabilidad de un evento compuesto por n eventos
independientes de la siguiente manera: P = P,*P,~-P = P,*P, =P .

* Resuelve los siguientes problemas.

1. El departamento de control de calidad de una fabrica de electrodomésticos sabe que de una
muestra de 12 articulos, 2 estan defectuosos.
a) Calcula la probabilidad de que el primero en salir no sea defectuoso,
b) Suponiendo que el primero salié defectucso, calcula la probabilidad de que el segundo

salga igual.

¢) Si el segundo no fuera defectuoso, calcula la probabilidad de que el tercero si lo sea.
d) éEstos eventos son independientes?, épor qué?

2. En una aduana, la probabilidad de que ¢l semaforo marque “verde” es de {L.
a) Calcula la probabilidad de que a dos personas seguidas les toque verde.
b) Calcula la probabilidad de que a tres personas seguidas les togue verde.

c) {¢Qué es mas probable, ganar un volado o que a tres personas seguidas les toque “ver-
de" en la aduana?, épor qué?

Conclusién de la historia de las dos piedras

Al meter la mano en la bolsa y encontrar una sola piedra, la hija del comerciante comprendié que
el prestamista habia escondido en su mano la piedra blanca para que ella obtuviera la piedra negra
y lo confirmé al ver su puno cerrado. Sacd entonces el pufio cerrado, dejando la piedra en la bolsa,
fingid tropezar y tirar la piedra al suelo. Entonces se disculpd con el plblico diciendo: “he tropezado
y he tirado al suelo la piedra, de manera que no sé qué color obtuve”, pidid entonces a uno de los
presentes revisar qué piedra habia quedado al interior de la bolsa, una nifa meti¢ la mano, encon-
trando la piedra negra. La hija del comerciante dijo entonces: “como la piedra negra ha quedado
dentro de la bolsa, la que yo he sacado era la piedra blanca, de esta manera, como todos pueden
ver, la deuda de mi padre queda saldada y tanto él como vo podemos volver a casa en paz”.

* ' Para concluir este bloque realiza en tu cuaderno lo que se indica a continuacion.
1. Explica qué es el espacio muestral de un experimento aleatorio. llustra tu explicacion con un
ejemplo en el que explicites todos los elementos del espacio muestral.

2. Construye un esquema para describir qué son los eventos dependientes y los independien-
tes de un experimento aleatorio, llistralo con un ejemplo de cada uno.

3. Justifica por qué en un evento compuesto por eventos simples es posible formular una
regla que te permite calcular su probabilidad a partir de las probabilidades de los eventos
simples que lo conforman. llustra con un ejemplo de cada uno. Explica en qué condiciones
es valido aplicarla.
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Evaluacion tipo pisa

Lee, analiza la informacion presentada y resuelve las siguientes situaciones probleméticas.

A una escuela secundaria se le otorgé un terreno anexo para construir un laboratorio de quimica en
el que los alumnos puedan realizar sus experimentos. El terreno mide 20 m de largo y 15 m de an-
¢ho. Para la construccion del laboratorio es necesario considerar de;ar— para almacen del material
y {15 para las tarjas, ademas de espacios entre las mesas de trabajo para caminar libremente sin
interrumpir los experimentos,

l |

| e a

1.:Qué medidas debe tener el terreno del almacén si se ha decidido que sea un cubo?
al=6.16m
b)/ = 5.66 m
Ql=707Tm
d)l=117m

2.¢:Cual debe ser el ancho de las tarjas si su largo necesita ser de 7.5 m?
a)lbm
b)25m
c45m
d)7.5m

3. £Qué cantidad de terreno sera el destinado para el resto del laboratorio?
a) 68.75 m?
b) 75.68 m? .
€) 231.25 m# Ea I'ahidsd E&a ﬂenes al mr
d)321.25 m? hpmbah de ocurrencia en
eventog independienteg.
4. (Qué cantidad de terreno usaran el aimacén y las tarjas?
a) 68.75 m?
b) 75.68 m?
c) 231.25 m?
d)321.25 m?
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* Resolver problemas de manera auténoma

* Comunicar informacién mateméatica

Validar procedimientos y resultados

Manejar técnicas eficientemente

=

Aprendizajes esperados _:;

» Utiliza en casos sencillos expresiones generales cuadraticas para definir el enésimo E
término de una sucesion. =
e

» Resuelve problemas gue implican el uso de las razones trigonométricas seno, coseno =
y tangente. =
=

I

« Calcula y explica el significado-del rango vy la desviacion media.




Sentido numérico ¥

El objetivo de esta leccidn es que aprendan a reconocer otra clase de patrones, en los que intervie-
nen expresiones cuadraticas.

Patrones y ecuaciones

Obtencién de una expresion general cuadratica 1. Analicen la sucesion de figuras.

para definir el enésimo término de una sucesion
Y Analiza y responde lo que se solicita. . -
. . L

Una forma en la que el cerebro humano recrea su capacidad de raciocinio es reconociendo
patrones. Aunque esto se da de manera natural, es necesario desarrollar algunas habilidades
para facilitar e incrementar dicha capacidad.

“ Realicen lo que se solicita a continuacion.

a) Dibujen los términos faltantes.

e
@
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Algunos patrones son muy faciles de reconocer y pueden ser numéricos, como los siguientes,

en los que se pide escribir los elementos faltantes: b) Escriban el nimero que cada figura esta representando.

¢) Formulen una expresion algebraica en la que se represente al enésimo término (el que
Ch Al P o SR ocupa la posicidn n) de la sucesidn.

by 2,4, __, 8,10,

g e d) Realicen una grafica que represente a la sucesion.

0 pueden ser figurativos. Como cuando se solicita dibujar la imagen que completa el patrén. 2. ¢Qué valor numérico le corresponde al octavo término?

© 00 000 0000 .I-h-h-_

« Retinanse con un companero y desarrollen la siguiente ac- 18¢- HEEEE _

tividad. EREERE a) Dibujen las figuras gue faltan.
Construyan tres graficas de tipo xy, una para cada una de las suce- fo
siones que se proporcionaron a manera de ejemplo; para ello, colo-
quen en &l gje x la secuencia natural 1, 2, 3, 4, ... para representar
la posicién que ocupa cada término de la sucesidn; v en el gje y mar-
quen su valor numérico equivalente. Por ejemplo, la sucesion lineal
3, 6,9, 12, 15,... quedaria representada por la siguiente grafica.

3. Analicen la siguiente sucesidn figurativa y realicen lo que se solicita.

b) Escriban el nimero que cada figura esta representando.

c) Determinen una expresion algebraica para conocer el nimero que le corresponde al
enésimo término de la sucesion,

d) Representen la sucesién en una grafica.

e) ¢Esta sucesion incluird el término 1217 Si es asi, {écudnto miden la altura y la base de
la figura que corresponde a dicho término?

f) éQue posicion en la sucesion le corresponde alasumal + 3 + 5 + 77

=
f g} &éQué suma corresponde al séptimo término de la sucesién?
€ fi h) éCuantos cuadrados de altura tiene la enésima figura?, écuantos tiene de base?
& e ] E B- i) Anoten la suma que corresponde al enésimo término.
1234567

190 @ Sentido numérico y pensamiento algebraico Patrones v ecuacionss @ 191



‘r Observa la siguiente sucesion figurativa y realiza lo que se solicita.

,-!'"3‘.'

a) Construye en tu cuaderno una tabla como la que se muestra a continuacion y, en las
celdas vacias, escribe el nimero de cubos que tiene cada figura, incluyendo aquellos
que estan ocultos.

b) Con base en los datos de |a tabla construye una grafica en la que el gje x represente la
posicion de los primeros diez términos de la sucesion.,

c) &Existird en esta sucesién una figura que corresponda al valor 6257 En caso de ser afir-
mativo, écuantos escalones tiene en una de sus paredes y qué lugar ocupa?

d) En esta sucesién, {habré una figura conformada por 5684 cubos? Justifica tu respuesta.

Hasta shora, todas las sucesiones figurativas que se han presentado tienen la misma represen-
tacién, aunque con apariencias distintas. En todas, la relacidon puede representarse mediante
s(n) = n?, y su grafica corresponde a una parébola de ancho estandar, la cual parte del origen
con una tangente horizontal. Recuerda el significado de los coeficientes de la siguiente expresién
cuadratica:

y=ax?+ bx+ ¢

‘f' Relaciona ambas columnas uniendo con una linea cada coeficiente con su significado.

Coeficiente Significado
a Ordenada al crigen (punto donde la curva corta al eje y).
b Curvatura (ancho y orientacién de la curva).
& Pendiente al origen (tendencia que lleva la curva al cruzar el gje ).

ﬁ Realicen lo que se indica a continuacién.
1. Observen la siguiente sucesion y respon-
dan lo gue se solicita. I
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Matematicas en el pasado

a) 4Cuales son los primeros seis términos de la sucesion, expresados en forma numérica?

b) {Existe alguna pieza con 338 cuadritos? Si es asi, ¢qué lugar ocupa en la sucesién? Y
LCUaNtos cuadritos azules y cuantos rojos tiene?

c) Describan con palabras la figura que ocupa el enésimo lugar.
d) &Habra una figura con 23 457 cuadritos?, épor qué?

e) &Habra una figura con 121 cuadritos rojos? Si es asi, ¢qué posicién ocupa en la suce-
sion? Y écuantos cuadritos tendra en total?

2. Completen la siguiente tabla, con base en la sucesién anterior.

150

Jwi\u
-
i

Lugar

rojos

Cuadritos
azules

Total de
cuadritos

3969

242 20402

3. Enuna misma grafica, usando en el gje x los valores 1 a 5, tracen la curva y = 212, y usando
los valores 1 a 10 tracen la curva y = x?. éCudl de las dos curvas es méas angosta? éQué
proporcién hay entre el ancho de ambas curvas?

Una sucesion figurativa puede ser muy ilustrativa para identificar el término general de una sucesion.
De hecho, es también una excelente herramienta para |a obtencidn de algunas formulas interesantes.

4000 a.n.e 3000 a.n.c JR* )

Suma de los primeros niumeros naturales

Carl Gauss es considerado uno de los genios mateméticos mas
grandes de la historia. Cuando apenas era un nifio de 10 afos,
sobresalia en su grupo a tal punto que el maestro no encontra-
ba la forma de “tenerlo quieto” en clase. Cuenta una leyenda
que, para entretenerlo al menos un rato, el profesor le propu-
s0 que calculara la suma de los primeros mil nimeros natura-
les; esdecir, 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + ... + 1000. De manera
sorprendente, el nifio Gauss le dijo de inmediato la respuesta:
500500. ¢Cémo pudo calcular la suma tan répido?

—@Earl Gauss

(17771855
Fuente: Pérez, Sergia, 2013
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ﬂn. Consideren las siguientes sucesiones figurativas y realicen lo que se solicita.

] I I | |

1. Repasando cada figura por filas, desde la méas alta hasta la més baja, es posible observar
que cada término corresponde aunasuma 1, 1 + 2, 1 + 2 + 3, etcétera.

a) Escriban la suma gue corresponde al quinto término de la sucesion.
b) Anoten la suma gue corresponde a la figura que ocupa el lugar 7.
c) Determinen la suma que corresponde a la figura que ocupa el lugar ».

2. Observen la siguiente sucesion en la que cada término es el doble de la sucesion anterior:
2(1), 21 + 2), 2(1 + 2 + 3), etcétera.

g B |

a) Escriban la expresién que corresponde al término que ocupa el lugar 7 en la sucesidn.
b) Indiguen la expresién correspondiente al enésimo término.

Por otra parte, las figuras correspondientes a la sucesion son rectangulos y el total de cuadritos de
cada término se obtiene del producte 1(2), 2(3), 3{4),...

c) Escriban el producto del quinto término.
d) Establezcan el producto que corresponde al enésimo término.
Si se toma como ejemplo el tercer término, se tiene la igualdad:
2(1+ 2 + 3) = 3(4)

e) Determinen la igualdad que corresponde al enésimo término; para ello, completen la
siguiente expresién:

20 +24+8+.,..+n=
f) éQué resultado se obtiene al dividir la expresidn anterior entre dos? En sus cuadernos,
anoten la expresion que encontraron. A ésta se le conoce como “férmula de Gauss para
obtener la suma de los primeros » nlmeros naturales”,
g) Apliguen la férmula para calcular la suma gue le fue propuesta al nifio Gauss.
1+2+..+1000

De manera grupal y con la orientacion de su profesor respondan, écomo el nino Gauss
encontro la suma de los nimeros? Formulen una expresion algebraica para representar
la suma.
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Reactivando el saber
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Palabra Mu

| Figuras y cuerpos

Andlisis de las caracteristicas de los cuerpos que se generan al girar
sobre un gje, un triangulo rectangulo, un semicirculo y un rectangulo.
Construccion de desarrollos planos de conos y cilindros rectos

".’ Lee con atencion y responde lo que se solicita.

Seguramente, en tu vida diaria has utilizado figuras geométricas solidas, por ejemplo, una cu-
beta, el tinaco en el que tu familia almacena agua, o quiza has tenido en tus manos una lata de
refresco; como puedes observar los ejemplos mencionados tienen forma cilindrica. Los conos
también son un ejemplo de cuerpos geométricos, y es muy probable que alguna vez hayas uti-
lizado un cono de papel para beber agua. Otro cuerpo con &l gue has tenido contacto al jugar
pelota o al hacer burbujas de jabén es la esfera, la cual también estudiaremos en este tema.

&Sahbes como se obtienen estas figuras tridimensionales por medio de figuras planas al hacer-
las girar? éAlguna vez las has trazado en un plano?

Rotaciones en el espacio

* Realiza la siguiente actividad.

1. Elabora un mecanismo giratorio. Para ello necesita-

rés un tubo de cartén, como los del papel higiénico,
hilaza, una varilla de madera de 15 a 20 cm de . =
longitud y -+ de pliego de papel cascarén o ilus-

tracion. Atraviesa el tubo de cartén con la varilla,

como se muestra en la figura; utiliza un poco de

hilaza para asegurar uno de sus extremos. Con un pedazo de hilaza da dos vueltas a
la varilla dentro del tubo vy deja que salga por ambos extremos.

2. Crea diferentes figuras sobre el papel cascardn y aseglralas en una de las puntas de
la varilla, tal como se ilustra en la imagen. Haz girar la varilla para mover las diferentes
paletas; intenta crear algunas con figuras clésicas como tridngulos, rectéangulos, circu-
los, etcétera.

3. Observa los cuerpos que se forman al girar las paletas; a és-
tos se les denomina solidos de revolucion.

a) ¢A qué crees que se debe el nombre que reciben?

b) ¢Es posible afirmar que todos los solidos de revolucion
tienen un eje de simetria?, ipor qué?

¢) <¢Algunos de los sélidos construidos son cuerpos que pue-
des encontrar en tu entorno?, Jcuales?
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Elige tres solidos elaborados con el procedimiento anterior y describelos detalladamen-
te; para ello, indica cuantas caras tienen, su forma, si son planas o curvas, si tienen
vértices o aristas, y su altura; en caso de que sean circulos, reporta su radio. Relaciona
las caracteristicas que describas con las de las respectivas figuras que los generan.

+ 3} |
+ ¥

Identifica, describe y traza en tu cuaderno las figuras que al rotar en el espacio te
dan los siguientes solidos de revolucion: un cilindro, una esfera y un cono; ademas,
senala como debe colocarse cada figura con respecto al eje de giro.

En el espacio, como en el plano, es posible trasla-
dar, rotar o reflejar figuras. En la actividad anterior
se aplicd una rotacion a una figura en el espacio; en
esta ocasidn, el efecto visual generado por el me-
canismo giratorio es el de conservar las imagenes
generadas; a esto se le denomina conservar la fraza., e

Las rotaciones aplicadas en esta actividad
dependen de un eje de giro; el sdlido que se obtie-
ne depende tanto de la figura como de la posicién
de ésta respecto al eje de giro. Observa la imagen
gue muestra los solidos que resultan usando una
misma figura en diferentes posiciones.

a} Comnpara tus respuestas con tus companeros; es posible que hayan encontrado dife-
rentes maneras correctas de generar los cuerpos que se piden.

b} Identifica la figura con menor superficie que puede generar a cada sdlido.
¢} Determina la figura que origina a cada sélido al rotarla con respecto a su eje de simetria.

Traslaciones en el espacio

*’ Realiza la siguiente actividad y responde lo que se solicita.

Elabora un mavil en forma de prisma. Para ello, en papel cascardn, traza una
figura plana y produce varias copias idénticas. Perfora todas las figuras en los
mismos puntos y haz nudos que las sostengan, de tal manera gue haya una dis-
tancia constante entre ellas. Utiliza diversas figuras para crear diferentes sélidos
de revolucidn. Observa el trabajo de tus companeros y expongan sus maviles al
resto del grupo.

Con base en lo anterior, responde las siguientes preguntas.

a) ¢Qué tipo de sdlidos se generan al trasladar poligonos por un eje perpendicular al
planc en el gque fueron trazados?

b) <Qué tipo de solidos se forman al trasladar figuras con lados curvos mediante este
procedimiento?

¢) &Es posible crear un cilindro por traslacion perpendicular al plano? Si es asi,
éedmo es la figura que lo origina?

d) <Es posible obtener conos o esferas mediante este procedimiento? Explica cémo.

€) ¢Se puede crear un cubo mediante este procedimiento? Describe la manera,
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Como podras darte cuenta, existen multiples modos de crear sdlidos en el espacio tridirmensional
a través de transformaciones de figuras planas sin alterar sus proporciones. Méas adelante veremos
que, con base en estos sdlidos, es posible crear nuevas transformaciones de |as figuras planas que
tienen otras propiedades.

* Con los tres procedimientos anteriores, seguramente habras notado que algunos sali-
dos pueden crearse a partir de diferentes figuras planas. Reflexiona sobre ello y descri-
be las diferentes maneras en que pueden crearse los siguientes solidos: cubo, prisma
rectangular, cono, piramide triangular, esfera y cilindro.

1. Identifica qué sdlidos pueden crearse con los distintos métodos gue has utilizado en este
bloque.

a) ¢{Cudles pueden elaborarse mediante rotacidn respecto a un eje?
b) éCudles con el método de traslacion?

c) (Cuales pueden generarse mediante proyeccion homotética?

2. Reflexiona sobre la relacion entre los métodos que permiten construir cada sélido y las pro-
piedades de simetria de éstos en el espacio. Para ello, identifica a los que:

a) Son simétricos respecto a un solo gje
b) Son simétricos respecto a varios gjes
c) Son simétricos respecto a un ndmero infinito de ejes

d) Al ser cortados por cierto plano paralelo a la base resultan dos figuras idénticas (simétricas
respecto a un plano)

&) Al ser cortados por cierto plano perpendicular a la base resultan dos figuras idénticas
{otro tipo de simetria respecto a un plano)

f) Al ser cortados por planos paralelos a la base generan figuras semejantes a dicha base

Solidos de revolucion

Estos sdlidos pueden tener infinidad de formas, dependiendo de las figuras que los originen, pero
todos ellos son simétricos respecto al gje de rotacion. Hemos visto tres sélidos especiales, llamados
cuerpos redondos: el cilindro, el cono y la esfera.

Mediante traslaciones del plano en una direccién, también es posible obtener cilindros rectos u
oblicuos, de acuerdo con la direccién elegida. Otra manera de construir sélidos es proyectando las
figuras hacia un punto fuera de su plano, con lo que se generan conos rectos U oblicucs, en corres-
pondencia con el punto elegido,

En la siguiente seccidn realizaras la construccion de los cuerpos redondos a partir de un desarrollo
plano.
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Desarrollo plano de un cilindro 2. A partir de la imagen de la derecha y la expresion g° = r? + I,

calcula los valores que se solicitan,
a) Expresa el valor de g en funciénde ry h
b) Indica el valor de & en funcién de ry g

‘*' Realiza la siguiente actividad.

1. Coloca sobre una cartulina un tubo
de carton, puedes utilizar el del pa-
pel higiénico, siempre y cuando se
encuentre en buen estado; marca
su circunferencia. Cértalo en linea
recta a lo largo, desddblalo y dibu-
ja su contorno sobre |a cartulina.

¢) Senala el valor de tan(a) en funcidn de ry ki

Para calcular el valor de 6, a partir de ran(a), usa la tecla ran ! de tu
calculadora, con lo que se obtiene el valor del angulo, conociendo su
tangente.

d) Expresa el valor de v en funcién de 6
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2. Mide el radio del circulo que

e off I e) ¢Como calculas el angulo 6 en el sector circular?
creaste y elabora otro con las

mismas dimensiones; éstos se-

rén las bases del cilindro. Junta h

las tres piezas y agrégales pesta- 2

nas para que puedas pegarlo.

3. Observa cuidadosamente tu ci-
lindro y responde las siguientes
preguntas.

a) Si el cilindro tiene altura i y base de radio r, écuénto deben medir los lados
del rectangulo que formara su cara curva?

b} Utiliza la informacién que tienes para construir un cilindro con 8 cm de altura y
4 ecm de radio.

¢) Identifica la figura que te permitiria crear ese cilindro mediante rotacidon; determina
el eje y las medidas de la figura.

Para resolver este problema debes comparar los perimetros 2 (correspondiente al circulo de
radio r) y 2mg (del circulo de radio g).

f) éCuanto mide el arco en el desarrollo plano de la cara curva del cono?

Desarrollo plano de un cono = 360° comresponden a la circunferencia completa, por lo que el dngulo 6 que

1. Sobre una cartulina, traza la circunferencia de la base de un cono de los que se usan buscas debe cumplir con lo siguiente:
para beber agua. Cértalo en linea recta desde su base hasta el vértice: las rectas que van 360 9
sobre la superficie del cono, del vértice a |a base, reciben el nombre de generatrices. = 2—:%

g) Escribe el valor que debe tener el angulo « en funcidén de ry g

h) Anota el valor del angulo « en funcién del angulo

i) Utiliza la informacién que tienes para construir un cono con
altura de 8 cm y radio de 2.5 cm

de una su;}eﬁﬁ j) éCuénto debe medir la generatriz de este cono?

m

rar en un eje cre k) ¢Cudnto debe medir el 4ngulo 6 de este cono?
de revolucidn, Desdobla el cono, copia su superficie sobre |a cartuling y pé-

galo junto a la base dibujada. Obtendréas un desarrollo plano, : .

formado por un circulo de radio r y un segmento circular cuyo B E

radio es g. ! \
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La esfera

Desafortunadamente, ne es posible construir el de-
sarrollo plano de una esfera. Los cartdgrafos han
enfrentado este problema desde que se sabe que la
Tierra es casi esférica; los mapas que se hacen de la su-
perficie terrestre tienen la limitante de que siempre la
deformaran al intentar copiarla en el plano. El intento
mas simple de “desarrollo plano” de una esfera es el
de la imagen.

Este modelo puede doblarse y pegarse para obtener
un objeto parecido a una esfera, aunque en realidad es mas como un balén de futbol americano.

Los resultados de la geometria plana no valen sobre la superficie de la esfera porque, aungue en
entornos pequenos parece plana, en realidad no lo es. La superficie de la esfera tiene una curvatura
constante diferente de la que tiene un plano (que también tiene
curvatura constante con valor cero); es decir, la geometria de la
esfera es igual en todos los puntos y por supuesto diferente de

curvatura. R
la variacion d

cién de la tange la geometria del plano, un ejemplo de ello es que la suma
curva plana de los angulos internos de todo tridngulo sobre la esfera es ma-
del arco cons yor que 180°,

Desarrollos planos

El desarrollo plano de un cilindro recto consiste en un rectangulo que sera curvado para generar
el cuerpo y dos circunferencias de igual tarmano que formaran sus dos bases. Las medidas nece-
sarias para trazar el plano del cilindro quedan determinadas en funcién del radio r de las bases
y la altura & del rectdngulo que sera la cara curva, mientras gue su base debe coincidir con el
perimetro de la circunferencia P = 27r.

El desarrollo plano de un cono recto consiste en una circunferencia que sera su base, cuyo radio
&5 r, ¥ un sector circular que coincide con el perimetro de la base, de radio g, que corresponde a la
generatriz del cono. La relacién entre las medidas de la generatriz g, la altura h y el radio r del cono,
esta determinada por el teorema de Pitagoras de la siguiente manera: g7 = »* + h°. Como la medi-
da del arco debe corresponder al perimetro de la base (% = ﬁr—) puede deducirse que el angulo
del sector circular sera; § = 360—2’;‘;, o bien: 6 = 360 3-;-5-':&;:7— relacién que es muy Util, ya que en
ocasiones se conoce la altura y en otras la generatriz, El angulo formado por cualquier didmetro de
la base del cono con cualquier generatriz, sera aguel cuya tangente sea: % 0 CUYO COSENno sea: ?,

El &ngulo formado en el vértice del cono serd vy = 2(90 — a).

Haciendo cortes sobre los cuerpos geométricos

Al procedimiento de cortar un cuerpo sélido median-
te una superficie plana se le denomina interseccion,
que es el conjunto de puntos que corresponden tan-
to al solido como al plano. El estudio de las figuras
resultantes de las intersecciones de sélidos con planos cobra especial importancia en las llamadas
secciones cdnicas. En el siguiente blogue identificards y analizarés algunas propiedades de éstas y
otras secciones.
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Medida

Andlisis de las relaciones entre el valor de la pendiente de una recta,
el valor del angulo que se forma con la abscisa y el cociente
del cateto opuesto sobre el cateto adyacente

1’. Reflexiona en torno a la siguiente situacion.

Imagina que en una bodega hay un tapanco a 4 m de altura, al que se puede subir por tres
escaleras distintas. Por las necesidades del espacio, aunque las tres escaleras suben la misma
altura, son de diferentes longitudes, tal como se muestra en la siguiente figura.

Cada escalera requiere un esfuerzo distinto para subirla. Una forma matematica de medirlo es
dividiendo “lo que se sube” entre “lo que se avanza". A este coeficiente se le llama “pendiente”
y resulta ser 1 para la escalera mas inclinada, 0.67 para la intermedia y 0.5 para la menos
inclinada.

1" Observa los triangulos que estan trazados sobre una malla de 6 > 3 unidades. Des-
pués responde lo que se solicita.

a) Calcula las pendientes de los segmentos
AC, DF y GI.

b) éSon semejantes los triangulos ABC, DEF
y GHI?, épor qué?

¢) &Coémo se relacionan los éngulos 6,, 6, y
0.?

3

d) éComo se relacionan las pendientes de

AD, DF y GI?

e) &éQué le sucede a la pendiente de un segmento si su angulo de inclinacién aumenta?
&Qué le pasa si el angulo disminuye?

A

D

f) éCdmo se ve un segmento cuya pendiente es 0?
g) ¢Qué dngulo de inclinacién tiene un segmento cuya pendiente es 17

Consideren la siguiente fami-

~ lia de triangulos rectangulos
semejantes y realicen lo que
se solicita a continuacion.

56
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1. Califiquen como falso [F] o verdadero [V] cada uno de los siguientes enunciados.
a) El angulo es el mismo en los tres triangulos porque...
* Las hipotenusas de los tres son paralelas cuando los catetos adyacentes
son paralelos
* Las hipotenusas tienen la misma IONGIUA .................mmmrmrmmrmsmrsrssmmrsrssmssmssssssrd
* Los catetos opuestos forman progresion aritmetica ...
* Las pendientes de las hipotenusas son las mismas oot |
= Si se hacen coincidir en el angulo escogido, las hnpotenusas quedaﬂ sobre

la misma recta . R T T ca.

+ Sise forma con ellos una escalera. las hupotenusas quedan alineadas .| ]

* El producto c.opuesto x c.adyacente es el mismo [ ]
¢. Dpuesto

* El cociente —Laﬁymnte es el mismo il ]

Observen que para cada uno de los triangulos anteriores la relacu&n de propcrc:onalldad -&%E:i-i%‘&r
permanece constante, es decir:
4 - 30 - 36§

Estas relaciones, simplificadas, écuanto dan?, équé significa esto? Explicalo con la si-
guiente figura.

Esta relacién es una forma de representar al angulo y se co-
noce como “tangente trigonométrica del dngulo 0.

Cuando no existian las calculadoras, la forma de encontrar
un angulo a partir de su tangente trigonométrica o de deter-
minar la tangente trigonométrica de un angulo conocido, era
mediante tablas mateméticas. En la actualidad, una calcu-
ladora cientifica resuelve ambos problemas con solo oprimir
una tecla.

* Resuelvan lo que se solicita a continuacién, para ello utilicen una calculadora cientifica
que cuente con las teclas de funciones trigonométricas, como las que aparecen en la
ilustracion.

1. Consideren tridngulos rectangulos, como el de
la tabla, para distintos valores de sus catetos y
calculen la tangente trigonométrica del angulo
0. Para encontrar la medida del angulo a partir
de la tangente, érecuerdan cual tecla se usa?

La calculadora puede estar en modo grados (deg), ra-
dianes (rad) o gradientes (grad). Utilicenla en modo gra-
dos para completar los datos faltantes de la tabla.
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2. Usen ahora la tecla tan para calcular la tangente trigonométrica de varios angulos dados en
grados y observen lo que pasa.

Al ver que cuando el angulo crece su tangente trigonométrica también crece.

a) (Es adecuado dar una medida de la inclinacién o pendiente de una recta, a través de la
tangente del dngulo que forma la recta con la horizontal? Justifiquen su respuesta.

La pendiente de una recta es la clave para conocer su angulo de inclinacién con respecto al gje x. A
mayor pendiente, mayor angulo. En la siguiente gréafica se ha considerado una recta que tiene cierto
angulo de inclinacién con respecto al eje x, y también puede apreciarse que pasa por algunos puntos
cuyas coordenadas son faciles de identificar.

ﬂ_ Realicen lo que se solicita a continuacion.

a) Calculen la tangente del angulo 6 usando los triangu-
los rojo, amarillo y verde. &Por qué coinciden estos
tres valores?

) &Qué relacidn tiene el valor que calcularon con el co-
eficiente de x en la ecuacidn de la recta que se mues-
tadentrodela gréfica? @ =0z Zz« e

¢) ¢(Cuél es la pendiente de la recta?

d) Usen su calculadora para estimar
cuanto mide el angulo 6 a partir de la
pendiente de |a recta.

éDénde quedo el cuadrito? A

Un acertijo gue desconcierta a primera vista es el » .:.u
siguiente: un rectangulo consta de )

34 % 21 = 714 cuadritos. Si se recorta por las ] o ¥ H

lineas rojas, con las cuatro piezas se pueden
formar dos rectangulos.

Estos constan de 21 % 29 = 609 y h 3
8 x 13 = 104 cuadritos, cuya suma hace

609 + 104 = 713 cuadritos, pero el rectangulo

original tenia 714 cuadritos. ¢Dénde queds el

cuadrito que falta? E
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“ Relinanse con dos companeros, analicen el acertijo y encuentren el error. Discutan en
torno al problema a partir de las siguientes preguntas.

1. ¢{Realmente el segmento diagonal AD contiene a los puntos B y C? éCémo lo averiguarian?
<Podrian hacerlo sélo con mirar la figura, o tendrian que apoyarse en algunos calculos?

2. Compartan el resultado de su analisis con otros e_quigos y pdnganse de acuerdo en la forma
en que pueden verificar si los segmentos AB, BC y CD son paralelos.

a) {En el rectangulo original, el punto B, esta arriba o abajo del segmento AD?
b) ¢En ese mismo recténgulo, el punto C, esta arriba o abajo del segmento AD?

¢) Tracen el segmento AD y en forma exagerada representen las posiciones relativas de los
puntos B y C con relacion al segmento.

d) éSon AEFC y BGHD verdaderos trapecios? ¢éPor qué?

e) Siestos “trapecios” se empalman en el rectangulo EGHF, {qué area de cada “trapecio”
hay en ese empalme? {Qué rea total se pierde sumando las areas del empalme?

3. éDonde quedd el cuadrito?

Cormo se vio en la actividad anterior, la pendiente de una recta tiene relacién con el dngulo de incli-
nacion de la misma respecto al gje x, que también es (til para saber si dos rectas son paralelas o si
tres puntos son colineales, es decir, si se encuentran en una misma recta.

“ Analicen la siguiente grafica y realicen lo gue se solicita.

1. Con ayuda de una regla graduada y transportador, o
tracen en sus cuadernos tres lineas rectas, con an- 5 i &
gulos de inclinacién de 30°, 45° y 60°, como las que | /
se muestran en la gréfica. 7

2. Usen una regla graduada para medir, aproximadamen- Pl
te, los catetos opuestos y adyacentes de los triangulos L)
rectangulos construidos para cada recta, y Usenlos para
completar la tabla. 7,

3. Comparen los resultados de las dos (ltimas columnas, éDeberian ser iguales para cada
recta? Si no lo son, épor qué ocurre esto?

#;l" Comparen sus resultados con los de otros equipos.
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Analisis de las relaciones entre los angulos agudos y los cocientes
entre los lados de un tridngulo rectangulo

." Realiza lo que se solicita a continuacian.

En el tema anterior se dijo que existe una relacion estrecha entre el valor de un éngulo de in-
clinacién de una recta y su pendiente. ¢Recuerdas qué es la tangente de un angulo? Observa
la siguiente imagen y mide los lados v angulos de cada triangulo.

&Qué es lo que observas? Saca la tangente al angulo que se indica en cada tridngulo, écudl
es el resultado?

Compara sus tamanos, écambia la forma de los tridngulos?, équé tienen en comin?

Como podréas ver en la siguiente actividad, hay otros métodos para establecer una longitud de un
tridngulo rectangulo. Setratade las funciones trigonomeétricas senoy coseno, ademas de la tangente.

* Con ayuda de una regla graduada y un transportador, realicen lo que se solicita a
continuacion.

1. Con la regla graduada y el transportador tomen las medidas necesarias de la siguiente
gréfica; procuren la mayor precision posible.

yA /

k3

Medida @ 205




!

2. La siguiente tabla se refiere a triangulos rectangulos de distintas dimensiones, pero con la ~N Olissiie s ras que aparecen a continuacién y responde lo S o
misma forma. Complétenla y respondan lo que se solicita. - et d i

%

Cateto Cateto
opuesto adyacente
{(mm) (mm)

Angulo 0

Hipotenusa sent = cosf = | fanf =
(grados) ' nle |G

(mm)

Triangulo

El triangulo que se muestra a la derecha no es mas que una ampliacion del triangulo de la izquierda.

a) Si el cateto adyacente se duplico, écuanto mide ahora el cateto opuesto ampliado?

b) éCuanto mide la hipotenusa ampliada?

¢) 4Cudnto mide el dngulo 6 en el tridngulo ampliade?

a) £Como son los valores del seno, coseno y tangente para cada angulo?
b) &Son los mismos resultados?, écdmo lo explicarian?
c) Sino son iguales, usen el promedic de cada uno de los tres valores, y determinen con la sen () = —cateto opuesto (1)

Recuerda las siguientes formulas:

calculadora cientifica el valor del dngulo que corresponde; para ello usen las funciones B . e
i rd L __ cateto adyacente
sin™*, cos™ ¥ tan _ _ _ cos (#) = —--—-Ea——-ht S S (2)
d) Comparen los valores obtenidos entre si con la medida que obtuvieron usando su trans- an (§) =—cateto o @
portador. _L__eateto B S ik

e) Contrasten sus resultados con los de otros equipos.
Cada una de éstas te permite calcular un tercer dato a partir de dos; por ejemplo, si conoces la

. Di I igui r r I I justif
$ guic :’:Suene stt: : 710,80 S e ragUriias, ISEPONCIENES /87 o008 lou CARES, A sukien hipotenusa y el angulo, con la formula adecuada podrias calcular el cateto adyacente y el opuesto.
a) (Sera suficiente conocer un angulo agudo de un triangulo rectangulo para indicar el otro
angulo, los catetos y la hipotenusa? ﬁ Analicen las siguientes situaciones y respondan las preguntas.
b) éBastara con saber un éngulo agudo y la hipotenusa para establecer ambos catetos? i B i — o s i ik o Rl
) i i . . En un tridngulo rectingulo se conocen el dngulo agudo y |a hipotenusa... éCon qué férmula
c) tS;ﬂsf;gﬁestén dados el angulo agudo y uno de los catetos, {podra determinarse la hipo- puede calcularse el cateto adyacente y con cuél el opuesto?

2. Sise conocen el angulo y el cateto opuesto... ¢Con qué férmula puede establecerse la hi-

d) Sisdlo se han establecido los catetos, ésera posible indicar el angulo v la hipotenusa?
potenusa y con cudl el cateto adyacente?

4, Se dice que un triangulo rectangulo esta resuelto si se conocen sus catetos, su hipotenusa
y sus angulos, es decir, todas sus medidas. 3. Situviesen el cateto opuesto y el adyacente... £¢Con qué férmula calcularian la hipotenusa?,

a) ¢Cuantos datos se necesitan y bastan para resolver un tridngulo rectangulo? g écon qué férmula calcularfan el dngulo?

.
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4, Apliquen la férmula conveniente para resolver cada uno de los triangulos que aparecen a
continuacion,

Cateto Cateto

~ Hipotenusa ¢ Angulo 0
opuesto a adyacente b

Comparen sus resultados con los de sus companeros y, cuando no coincidan, revisen si cometieron
algun error.

@ Completa los siguientes enunciados con la finalidad de que recuperes algunos concep-
tos de geometria.

a) En todo triangulo, la suma de sus angulos internos es
b) Dos &ngulos son complementarios si suman

¢) Como en todo tridngulo, uno de sus angulos es recto, los otros dos son angulos
, porgue suman

208 ® Forma, espacio y medida

Factores reductores de proyeccion

Considera el siguiente escenario: Una escalera de 7 m de longitud se recarga
sobre una pared vertical v un piso horizontal, de manera que alcanza una
altura h y queda separada de la pared a una distancia d, como se ve en la
figura. Si hy d son conocidas, el angulo 6 puede calcularse de varias formas,
usando la tangente, o el seno y el coseno. Si el &ngulo es conocido, hy d
pueden calcularse también usando el seno y el coseno:

Por gjemplo, como sen(8) = u:%-, multiplicando la expresién por 7 se obtiene:

h = Tsen(0).
Por otro lado, como cos(6) = —%—, al multiplicar por 7 resulta:
d = Tcos(B).

En las dos expresiones anteriores puede verse que la hipotenusa reduce su tamano cuando es pro-
yectada: sen(0) la reduce y la proyecta hacia el cateto opuesto, mientras que el cosl{a) la reduce v la
proyecta hacia el lado adyacente.

@ Con base en la informacion anterior respondan lo que se solicita.

a) En un triangulo rectangulo, ées posible que el cateto opuesto o el adyacente sean ma-
yores que la hipotenusa?

b) éPuede el sen(8) o el cos() tomar un valor mayor a 1, para algin angulo? Expliquen por
qué.

c) ¢&Por cuanto debe multiplicarse la hipotenusa de un triangulo rectangulo para obtener el
cateto opuesto?, &y por cuanto para obtener el adyacente?

@l@lm angulos especiales per-
miten conocer su seno, cosenc
y tangente sin necesidad de usar L)
calculadora. Corroborenlo resol-
viendo los siguientes ejercicios.

mﬂ

Tan lam

1. Observen las figuras: un triangulo
equilatero de lado 2 em y un cua- Tam
drado de lado 1 cm. aon

a) Al partirlas por un eje de si-
metria se obtienen las figuras
de la derecha.

b) Usen el teorema de Pitagoras = | )
para calcular el lado que falta |
en cada uno de los triangulos.
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Explicitacion y uso de las razones trigonométricas seno, coseno y tangente

Relacién geométrica entre seno, coseno y tangente

f Analiza la informacion y realiza lo que se solicita.

El seno y el coseno de un angulo funcionan como factores de reduccidn que al multiplicar-
se por la longitud de la hipotenusa, la convierten en las longitudes de los catetos opuesto v
adyacente de un tridngulo rectdngulo. Coloca en los recuadros de la siguiente figura el factor
reductor que corresponda:

L
)
o
©
]
©
°
-
=
@
3
et
=4
3
[+

‘f Analiza las figuras de la aplicacion interactiva de la actividad anterior y responde lo
siguiente.

Cateto adyacente
: a) Mientras mueves el punto P sobre el primer =

cuadrante, {qué le ocurre al sen(9) cuando el an- =
gulo crece?, équé le sucede al coseno?, équé pasa E
con la tangente? i}

“ Realicen la siguiente actividad. b) :;Ees;: zi;?rto que mientras el seno crece el coseno de-

Los triangulos que aparecen a continuacion tienen un angulo agudo de 277, con distintos valores

de la hipotenusa. Sabiendo que sen(27°) = 0.454 y cos(27°) = 0.892, usen el factor correspon- ¢) Observa que el enunciado anterior se precisa a través de la relacion, sen®(B) + cos®(8) = 1,

diente para proyectar la hipotenusa hacia los catetos, y escriban sobre cada uno su valor. pues asegura que son los cuadrados de seno v coseno los que complementan a 1. éDe

dénde sale esta relacion?

N d) éCuénto valen sen(0), cos(0) y tan(0)?
J? & &3 e) &{Cudl es el valor méximo del seno y en qué dngulo lo alcanza?
o fi &Cudl es el valor méximo del coseno y en qué angulo lo alcanza?
’ | g) <Tiene la tangente un valor méximo?, écudl?

Las funciones seno, coseno y tangente dependen exclusivamente del dngulo y pueden ser positivas o
negativas. En el primer cuadrante, las tres son positivas. Para conocer su signo, en el circulo unitario

a) ¢En cual de las figuras aparecen el seno y el coseno de 279 en forma directa? 2 : i . : . :
: . . i i ) . solo se juzga la orientacion de cada segmento; si del gje x, el segmento parte hacia arriba, el seno
b) Completen el enunciado: Si en un triangulo rectangulo de angulo 0 la hipotenusa mide es positivo, caso contrario negativo; si del eje y, el segmento parte hacia la derecha el coseno es
1,elcatetoopuestomide _ yeladyacentemide _ . positivo, caso contrario es negativo. El signo de la tangente es positivo cuando seno y coseno tienen
¢) Expresen lo mismo pero en forma grafica, conectando cada medida con el lado que el mismo signo, en caso contrario s negativo.
le corresponda,
Si en un triangulo rectangulo, su hipotenusa mide 1, entonces las longjitudes de los catetos son, E E

seglin corresponda, el seno y el coseno del angulo.
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* Realiza lo que se solicita a continuacion.
1. Analiza el circulo unitario de las figuras.

i I tan ©

cos B 3600

1] ')

n v m

/ 2

#

a) Observa el circulo unitario para distintos valores del angulo y completa la tabla con los
signos correspondientes a cada funcidn, segln el cuadrante.

Signo de Signo de Signo de

Cuadrante Signodex  Signo dey
sen COs tan

* ¢En qué cuadrantes es positivo el seno y en cuales negativo?

* ¢En qué cuadrantes es positivo el coseno y en cudles negativo?

= ¢En qué cuadrantes es positiva la tangente y en cuales negativa? =
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El estudio de las funciones seno, coseno, tangente y otras tres que son reciprocas a éstas (cose-
cante, secante y cotangente) forma parte de una disciplina matematica denominada trigonometria,
cuyo objetivo es estudiar las relaciones de los dngulos con los lados de cualquier tridngulo rec-
tangulo y se puede utilizar para analizar cualquier figura plana que pueda descomponerse en trian-
gulos rectangulos.

ﬁ Analicen los siguientes problemas; discutan el procedimiento que utilizarian para resol-
~ verlos y resuélvanlos.

1. La luz de un faro, cuya altura sobre el nivel medio del mar es de 145 m, es vista a la dis-
tancia desde un barco, a una elevacion de 15°. (A qué distancia se encuentra el barco del
faro?

-
e
-
-
s

-
-
-
-

2. Calcula Ia altura de una torre, si a una distancia de 5 m de su base se ve la
parte mas alta sobre un angulo de 75°.

3. Dos amigos subiran una montana, pero
desconocen su altura. Se dirigen en linea
recta hacia ésta y en cierto punto miden

el dngulo de elevacion, que es de 30°. Al o

avanzar 300 m vuelven a medirlo y ahora es 4

de 45°. (Cudl es la altura de la montana®?v o
RCE

'.-ﬁ:w g l.
a) Las siguientes preguntas pueden ser de —3om T
utilidad para que resuelvan este proble-
ma: £Cuanto miden los catetos adyacentes de ambos triangulos? éA qué es igual su

diferencia?

Cornparen sus resultados con los de otras parejas, especialmente en aquellos problemas en los que
tuvieron dudas. Si los resultados no coinciden, discutan el procedimiento que emplearon y con la
guia de su profesor lleguen a una conclusién.
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* Con base en la siguiente tabla, traza en tu cuaderno el triangulo que corresponde a Manejo de la lhfonnq‘,i:_‘lﬁij}
cada renglon. Cuando sea necesario, redondea tus respuestas a un decimal. Observa el

e e Proporcionalidad y funciones
© como = 90°, resulta B = 90° — « = 90° — 30° = 60° 5 s oy _
=t i g o - 2 Calculo y analisis de la razén de cambio de un proceso
@ Como sen(e) =~ resultac = L4 = W=2“ o fenémeno que se modela con una funcién lineal. Identificacién
© Como coste) = L, resulta b= 2~ _12__208 T de la relacion entre dicha razén y la inclinacién o pendiente

de la recta que la representa

ﬂ' Realiza la siguiente actividad.

Considera la relacién entre dos variables: una longitud en pulgadas y la misma expresada en
emifmeims.

L]
Q
£
L)
]
D
(=]
-
@
>
o)
a
@
Q
=4

1 Ammaendo que la variable mdependlenm se coloca en el gje x y la dependiente o
funcién en el eje y, traza una grafica con estos puntos, conéctalos de manera suave y
“observa la “curva” que se obtiene (se le llama curva en general, independientemente
de la forma que adquiera).

a} -&@lé forma tiene la curva?

bl LTendria algun sentido extender esta curva més allé de los datos de la tabla? Al
!'tac-erlo, 6paaa la curva por el origen?, équé significado tiene este hecho?

c} éServiria esta curva para obtener equivalencias que no estén dadas en la tabla?,
épor qué?
mzﬂn de cambio significa qué tanto aumenta la variable dependiente en la medida

Las razones trigonométricas solo pueden aplicarse donde hay triangulos rectangulos. En muchos \ Ué-a{] enta la variable independiente, y se calcula entre dos puntos dividiendo el incremento
problemas, los tridngulos rectangulos no son tan evidentes, pero es posible trazarlos para hacer uso dey el incremento de X! es decir:

de las propiedades ya conocidas. 6” o 12.7 om — 5.08 cm e o
vanacnén dex 5plg — 2 plg Plg

2 Determina razones de cambio entre los distintos puntos medidos tanto en pulgadas
‘como en centimetros, que se proponen y completa la tabla.

{ ."','. Analicen y resuelvan los problemas que se presentan a continua-
- cién.

1. La base de un triangulo isésceles mide 80 c¢m y cada uno de sus
lados 100 ¢m. £Cudnto miden los angulos gue son iguales?

2. Determina el lado de un pentdgono regular inscrito en una circun-
ferencia de radio 8 cm. éCudnto mide la apotema del pentagono?,
écudl es su drea?

a) ¢Cémo explicas los resultados obtenidos en el Gitimo renglén?
@ b) ¢Tiene algin significado especial la razén de cambio calculada?
|
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Debe ponerse especial cuidado cuando la curva no pasa por el origen, aungue la razén de cambio
sigue siendo Util para convertir entre unidades cuyos ceros no coinciden; por gjemplo, cuando se
observa la relacidén entre grados centigrados (°C) y grados Fahrenheit (°F), se sabe que cada 9 °F
corresponden a 5 °C, mientras que O °C equivalen a 32 °F. Si esto es asi, {a cuantos °F equivalen
5°C? Si 21 °C es la temperatura normal del agua, écual es en °F? Un caballero inglés dice que la
ternperatura ideal del agua para rasurarse es de 106 °F, écudl es en °C? Al nivel del mar, el agua hier-
ve a 100 °C, {a cuantos herviria en °F? Todas estas preguntas podras responderlas a continuacion.

f Analiza y resuelve el siguiente problema. Considera la utilidad de representar la infor-
macion usando tablas o graficas.

El costo de 3 kg de peras fue de $54, y por 7 kg se pagaron $216. Tomando la cantidad de kilos
como variable independiente (x) y el precio como variable dependiente (y):
a) Encuentra la ecuacion de la recta que da el precio total por los kilos gue se compren.
b) Calcula la razén de cambio, exprésala con unidades -J% y explica su significado.
c) éCuanto se pagaria por 12 kg de peras?

d) éCuantos kilos completos de peras podrian comprarse con $807, 4cuanto dinero sobra-
ria?

e) {la pendiente de la recta tiene alguna relacidn con la razon de cambio?, écudl?

ﬂ\ Comparen sus respuestas con las de algunos de sus companeros y discutan en torno a
las diferencias que encuentren.

A veces es conveniente representar de manera grafica la relacion entre dos variables, pues permite
una apreciacion visual contundente, Por glemplo, la siguiente grafica muestra lo que una empresa
de transporte cobra por transportar una o mas maletas. La linea azul L,, representa el precio
por el transporte de una maleta, dependiendo de los kilometros que haya que recorrer; la linea
verde L., el precio por transportar dos maletas. Podrian trazarse mas gréficas similares, para tres o
mas maletas.

km
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* Analicen la grafica anterior y respondan lo que se salicita.

a) ¢Cudles son las razones de cambio para L, yparalL,?

b) ¢(Tiene alguna relacidn la pregunta anterior con el hecho de que ambas lineas sean pa-
ralelas?

c) &¢Qué significado tiene esta razén de cambio?

d) Silarazén de cambic es la misma en ambos casos, ¢por qué es mas costoso transportar
dos maletas que una en un solo viaje?

€) Escriban la relacion entre precio y kildometros recorridos para L, y para L,.
f) éCual es la pendiente de cada una de las rectas?

g} éCuanto costaria transportar una maleta en un trayecto de 200 km? éQué precio se
pagaria por trasladar dos maletas en el mismo trayecto?

h) éQué es mas barato, pagar dos viajes con una maleta cada uno, o pagar un viaje con
dos maletas?

Como has podido constatar, |a razén de cambio y |a pendiente tienen el mismo valor, aunque se trata
de dos interpretaciones distintas. Como ya se vio en lecciones anteriores, la pendiente no es mas
que la tangente trigonométrica del angulo de inclinacion de la recta, en relacion con la rama positiva
del eje x, mientras que la razon de cambio representa la rapidez con que la variable dependiente (en
el dltimo ejemplo, el precio) aumenta o disminuye su valor conforme la variable independiente
cambia (en el ejemplo, los kilémetros recorridos). Dicho de otro modo, toda recta por si misma
tiene una pendiente, sin embargo, para hablar de razon de cambio normalmente se piensa en dos
variables que se relacionan, por ejiemplo, distancia-tiempo (a la razén de cambio se le llama velo-
cidad), estatura-edad (aqui la razon de cambio es la tasa de crecimiento), capital-tiempo en una
inversion bancaria (a la razdn de cambio se le denomina tasa de interés), etcétera. En todas esas
situaciones particulares, mateméaticamente hablando, la razén de cambio tiene el mismo valor que
la pendiente.

La siguiente grafica muestra la relacion entre lo que se debe pagar por €l alquiler de un servicio de
transporte de mercancias y la cantidad de kildmetros recorridos.

El duefio de las mercancias tiene ofertas de dos compafiias de transporte A v B.
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ﬂ Analicen la grafica y respondan las siguientes preguntas.

1.

¢ Cuél es la razén de cambio de la empresa A?, écudl la de la B?

2. &Cuél de las empresas cobra mas barato si se recorren 15 km?, écudl si se recorren 40 km?
3.
4

. &Cudl es la pendiente para la recta A?, écudl para la B?, équé significado tienen estas pen-

{En qué case ambas empresas cobran lo mismo?

dientes?

¢Cuénto cobra la empresa A por kildmetro recorrido?, écuénto la B, sin tomar en cuenta la
tarifa inicial?

&{Cudl es la tarifa inicial de la empresa A, es decir, aungue no recorra distancia alguna?,
ccual es la de la empresa B?

&Cuél ernpresa conviene contratar para distancias grandes?

8. ¢Por qué si la empresa B tiene una tarifa inicial que no cobra la empresa A, resulta més

9,

barata para distancias grandes?
¢Cudl es la ecuacion de la recta A?, écudl la de la recta B?

Hay casos en los que la pendiente puede cambiar por tramos, como ocurre en el siguiente ejemplo.

a) La Comisién Federal de Electricidad maneja tres tarifas: A, B y C, para el cobro bi-
mestral de luz por uso domeéstico. Las tarifas aplicadas dependen de la cantidad de
kKWh (kilowatts hora) consumidos en un bimestre, de acuerdo con lo que se muestra
en la grafica.

"r Usa los datos de la grafica para calcular lo siguiente.

a) La razén de cambio de la tarifa A, dela By dela C,

b) éCuanto cuesta cada kWh en cada intervalo, entre O y 150, entre 150 y 280, y después
de 2807

¢) Si un usuario consume 300 KWh en un bimestre, y pagara los primeros 150 kWh a la
tarifa A, los siguientes 130 a la B y los restantes 20 kWh a la tarifa C.

+ (Cudnto pagard este usuario por los 300 KWh consumidos?
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B

La razdn de cambio entre el gje de las ordenadas y el de las abscisas se conoce como la pendiente
de una recta. En la expresion algebraica de la recta v = mx + b, es el valor de m.

‘r Analiza y resuelve los siguientes problemas:

. Se ha observado que una planta joven crece a razén constante conforme transcurre el tiem-

po. Cuando empezd a observarse su desarrollo media 2 cm, y en la primera semana alcanzd
2.5 em. Traza una gréfica gue explique el crecimiento de la planta y a partir de ésta deduce
una relacién algebraica.

. Por el alguiler de un coche se cobran $100 diarios mas $0.30 por kilometro recorrido. Re-

presenta en forma grafica esta relacion y encuentra la ecuacion correspondiente. Si en un
dia se recorrieron 300 km, écudnto se debe pagar por el alquiler?

. Un determinado dia Alberto comprd 15 déblares y pagd por ellos $184.50. Ese mismo dia

Ana pagd $86.10 por siete dolares, Encuentra la ecuacién que te permita calcular el precio
de x dolares y represéntala graficamente. (Cuanto costarian 12 dolares?, écual es la razon
de cambio entre estas dos variables y qué significa?

. La siguiente grafica muestra, conforme transcurre el tiempo, las distancias recorridas por

Pepe en su bicicleta.

distancia
(m)

[
L=
|

il chiosifpsnclisssd

10—

itiempo
p s

T T T T 1 1 T T 1 T
5 10

a) {Como te darias cuenta si la velocidad a la que Pepe iba era constante?, écudl era esa
velocidad?, équé distancia habia recorrido cuando se empezd a registrar su movimiento.

b) éQué distancia habria avanzado después de un minuto?, {en qué tiempo habria avanza-
do 50 m? Escribe la ecuacion gue relaciona distancia y tiempo.
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Analisis y representacion de datos

Medicion de la dispersion de un conjunto de datos
mediante el promedio de las distancias de cada dato a la media
(desviacion media). Analisis de las diferencias de la “desviacion media”
con el “rango” como medidas de la dispersion

El juego de futbol
"’ Analiza el siguiente planteamiento y responde lo que se solicita.

El profesor de deportes invitd a sus alumnos de primer grado a formar un equipo que jugara
contra los alumnos de tercero. A continuacién, se muestran las edades de los integrantes de
cada equipo.

* Equipo de primero (E1): 13, 13, 12, 12, 12, 13, 12, 13, 45, 12y 12
+ Equipo de tercero (E3): 16, 15, 14, 14, 14, 16, 15, 15, 16, 15y 14

Al hacer las listas de edades, el grupo de primero capturd la edad de Francisco como 45 anos
en lugar de 15 anos, 4{cudl es el promedio de las edades del equipo de primero como apare-
cen en la lista? {Cudl es el del grupo de tercero? Justifica tus respuestas.

Al comparar los promedios de los grupos, ése puede afirmar que los integrantes del equipo de
primero son mayores que los del equipo de tercero?

¢0ué es lo que afecta el resultado en el promedio de las edades del grupo de primerc? Rel-
nete con un compaﬁero Y discutan sus respuestas.

Valores maximo y minimo de un conjunto

En un conjunto de datos puede ser importante localizar el valor maximo (méx) y el valor minimo (min);
éstos son los primeros elementos para estudiar la dispersion de un conjunto, que es precisamente
la medida de qué tan alejados estan los datos con respecto al promedio.

W Compara los rangos de las edades.
1. Elrango es la distancia entre el dato menar y el dato mayor de un conjunto.

a) &Cudl es la menor edad en el equipo de tercero? E

min

b) &Cual es la mayor edad en el equipo de tercero? E, =

TSN

E =

¢) ¢Cual es el rango de las edades en el equipo de tercero? E,  — E,
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2. Observa el grafico que muestra las edades de los integrantes del equipo de tercero formando
una nube de datos y su rango.

15+ .I”.-.l.lnango: 2

a) Localiza en el mismo gréafico las edades del equipo de primero; calcula y traza su rango.

3. El rango es una medida de dispersion de los datos y nos dice qué tan cercanos o alegjados
se encuentran unos de otros.

a) {Como son los rangos en cada uno de los equipos?
b) éQué ocurre con los datos en el equipo de primero?

¢) <Qué relacion tiene el tamano del rango con la representatividad del promedio respecto
a cada uno de los datos?

Cuando el rango es pequefo en relacidn con el promedio, los datos estan muy cerca de este Uitimo,
el cual los “representa bien”. Cuando el rango es muy grande respecto al promedio, las cifras pueden
estar muy alejadas de éste, por lo cual “no representa bien” a todos los valores; es decir, entre el
promedio y alguno de los datos puede haber una gran distancia.

Por ejemplo, si el promedio de un conjunto 1 de datos es 10 y el rango es 30, eso quiere decir que
alguno de éstos puede estar alejado del promedio hasta en 30 unidades (podria ser cercano a 40);
por lo tanto, dicho valor {(supongamos 39) estaria muy alejado del promedio. Por otro lado, en el
conjunto 2 de datos con promedio 10 y rango 0.5, el més lejano (digamos 9.6) estaria cerca del
promedio v, en consecuencia, también lo estarian todos los demas.

Una manera de comparar el rango con el promedio es simplemente realizar el Coeficiente de Varia-
cidn respecto al rango: CV = ﬁ,ﬂT' Este valor nos dice gué tan grande es el rango respecto al
promedio.

ranq-o _ 30

En nuestros ejemplos, el conjunto 1 tiene CV = o = 3, lo cual significa que el rango
es demasiado grande respecto al promedio v los cfw t0s se encuentran muy dispersos; dicho de otro
modo, el promedio no es buen representante de algunos de ellos.

. + i . . i
El conjunto 2 tiene CV = —pﬂ—:ﬁ - %§—= 0.05, lo que implica que el rango es pequefo respecto
al promedio v los datos se encuentran cercanos unos de otros; es decir, el promedio es buen repre-

sentante de todos los valores.
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‘r Calcula el Coeficiente de Variacion respecto al rango para los conjuntos de edades de
cada uno de los equipos de futbol. Tomando en cuenta esas cifras, explica por qué es
erronea la siguiente afirmacion: “basandonos en los promedios, podemos concluir gque
los jugadores del equipo de primero son mayores que los del equipo de tercero”.

'n\ Calculen el rango en los siguientes conjuntos de valores.

a) 4,1,6,2,8,3,9,12

b) 3,3, 9,33

¢) 1.14,12, 25,654,55

d 1,55,56,6,6,66,9

e) 4.8,6.1,5,6,56,55

f) Encuentren dos conjuntos con el mismo promedio.
+ &En cudl de ellos es mas probable obtener al azar un valor cercano al promedio?
= ¢En cudl es probable obtener un valor muy lejano al promedio?
* Expliguen sus respuestas.

La fabrica de tornillos

Don Héctor trabaja como inspector de calidad en una fabrica de tornilles. El duefio de la empresa
le ha pedido revisar dos procedimientos distintos en la elaboracion de tomillos de 6 plg de longitud;
cada uno de los métodos genera un pequeno margen de error en las medidas de las piezas. Don
Héctor toma una muestra de 1000 tomillos en cada técnica y les hace mediciones.

* En la muestra del procedimiento A se obtiene una longitud promedio de 6.002 plg de
longitud con un rango de 0.15 plg.

+ En la muestra del procedimiento B resulta una longitud promedio de 6.01 plg de lon-
gitud con un rango de 0.02 plg.

N

IT=¢"
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‘r Analiza y resuelve los siguientes problemas.

1. Si el dueno de la fabrica quiere seleccionar un procedimiento que garantice que todos los
tornillos midan entre 5.95 y 6.05 plg. £Cuél de los métodos debe elegir?

a) El asistente de don Héctor propone escoger el procedimiento A, pues el promedio es
mas cercano a 6 plg. éConsideras que su sugerencia es adecuada para lo que la empre-
sa necesita? Explica por qué.

b) éDe qué longitud podria obtenerse el tomillo mas corto con el procedimiento A7 &Y el
mas largo?

c) éDe qué longitud podria resultar el tornillo mas corto con el procedimiento B? &Y el mas
largo?

2. Sitl fueras el asistente de don Héctor équé sugeririas? Argumenta tu respuesta.

El rango o recorrido estadistico es la diferencia entre el valor méximo y el valor minimo en un con-
junto de datos.

El rango es un indicador de variacion que resulta muy Util; su desventaja es que sdlo toma en cuenta
dos valores: el maximo (max) y el minimo {min) de todo el conjunto, y olvida los datos que estan
entre ellos,

Un mejor indicador de la variacién es la desviacion media que estudiards a continuacion.

Un experimento sobre la memoria

En una clase de psicologfa, el profesor Javier organiza a los alumnos para hacer un experimento. A
15 de ellos les entrega una lista con 100 palabras y les da 5 minutos para memorizarlas. Al terminar
el tiempo, los estudiantes tienen un minuto para escribir las palabras que recuerdan y se cuentan
todas aquellas que son correctas.

Los resultades son:
8,29 26,7, 16, 16,22, 51, 21, 15,6, 17,19, 25y 55
El profesor explica que para medir la dispersién del conjunto utilizaran una medida conocida como
desviacién media. Esta se obtiene de la siguiente manera:
* Se calcula el promedio
* Se determina la distancia de cada dato con el promedio, en valor absoluto

Si el promedio es 22.2 entonces:
d = |8 -222| =142,d,=|29 - 22.2| = 6.8,d, = |26 — 22.2| = 3.8, ...

+ Se calcula el promedio de todas las distancias

A este Ultimo se le denomina desviacion media (DM).
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‘r Con base en los datos de la situacion anterior calcula:
a) Los valores extremos del conjunto max, min
b) El rango
c) La desviacion media
wﬁq Con ayuda de tu profesor, realicen el experimento del ejemplo.

Para ello elijan a 15 personas que memorizaran las palabras. Los demas crearan una lista de
100 palabras, repartidas entre quienes no memorizarén la lista. Cada alumno escribird las que le
correspondan, cuidando que no sean similares (por ejemplo, mesa, silla, banco; Sol, Luna, noche;
risa, brisa, prisa, etcétera). Una vez hecho el listado, el profesor lo revisara verificando que no haya
repeticiones y se hardn 15 copias iguales. Los alumnos que memorizarén recibirdn una copia que
podrén estudiar durante 5 minutos. Al terminar tendréan un minuto para escribir todas las que re-
cuerden. Se calificaran los reportes contando todos los aciertos. Entonces se elaborara una lista de
datos como la del profesor Javier.

1. Determinen...
a) Los valores extremos del conjunto méx, min
b) El rango
¢} El promedic
d) La desviacién media
2. Comparen los resultados de tu grupo con los del grupo del profesor Javier.

3. Discutan en cual de los grupos los alumnos han memorizado mejor. Tomen en cuenta que
el promedio no es suficiente para decidir.

4, Escriban una conclusién grupal al respecto,

La desviacion media de un conjunto de datos es el promedio de los valores absolutos de las distan-
cias entre el promedio y cada uno de los datos.

50
45
40
35
30
25
20
I s S S s e et D
10

3

2064

Promedio: 15.36

DM = 2356 + 236+ 336+ 336+ 336 + 21;3;5 +336+236+2964 +336+ 336 =529
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Medidas de dispersion y graficas de frecuencias

Analizar la dispersién de un conjunto de datos
puede resultar muy revelador. Observa la gréfi-
ca de la derecha.

En ella se muestra una coleccion de 120 nua-
meros aleatorios, entre 1 y 24, agrupados en
frecuencias; es decir, se contd el nimero de
veces gue se ha obtenido cada resultado. Lo
primero gue deberas notar es que al agrupar
en frecuencias, algunos nlimergs ocurren mas
veces gue otros. Esto es normal, ya que 120
€5 una muestra peqguena. El promedio es cer-
cano a 12.5, que se encuentra a medio cami-
no entre min y max, los valores extremos del
conjunto, v la desviacién media se aproxima
a 6. Si calculamos el Coeficiente de Variacidn
respecto a la desviacion media, tenemos:

Ccv =

Yo hohifi shahishelirish e win'2'alv
Divi: 6 Promedio: 12.5 V048

-4
[
&)

En la grafica de |la derecha los valores se han ob-
tenido sumando los resultados de cuatro dados, 5
de tal manera que las frecuencias estan sesgadas
hacia el centro. En este caso, tanto la desviacién 4
media como el CV respecto a ésta son més pe-

guenos que en los gjemplos anteriores.

DM 55

2

15

10

|
172737475 Te TaTg Ta iolnifia" izhahishie" 17 18"19' 20" 22T alad!
DM:5.839 Promedio: 12.65 CV: 04616

E=]

DM
promedio

Obtenemos un valor entre Q v 1, donde O significa “nin-
guna variacién” y un valor cercano a 1 significa “mu-
chisima variacion”. Nota que cuando los nimeros son
aleatorios, como en la figura anterior, este coeficiente
es préximo a 0.5,

En la grafica de la izquierda se tiene una muestra de
ndmeros perfectamente repartidos, de tal manera
que el CV, respecto a la desviacion media, es tam-
hién cercanc a 0.5.

25

20

sl i
o' 172737475 Vel a T g wmhizhaahishehse o' n 22 304
Dii: 2.7022 Promedio: 14.433 CV:0.1872
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En la siguiente gréfica, todos los valores miden 12. Representa el caso extremo de la grafica, donde Evaluacion tipo pisa

el sesgo es tan grande que la desviacion media y el CV respecto a ésta son 0. ’ ; , o s , ’ y
Lee, analiza la informacién presentada y resuelve las siguientes situaciones problemdaticas.

50
5
0 Los alumnos de 1° decidieron realizar una investigacion relacionada con la cantidad de refrescos que
ES se venden en la cooperativa escolar durante el receso. Para esto, su profesor les dio una gréfica con
2 la informacién que tienen los responsables de la venta.
2,: Analiza la gréfica e interpreta lo que ocurre en esa escuela.
L 90
5
80
o' 172 3TaTsTa Ty Ta Te o' 2" izhati shelirehe' a0’ 212202304'
DM: 0 Promedio: 12 cvo S W
Finalmente, esta Gltima grafica muestra valores con sesgo hacia los extremos. Notaras que la des- -
viacién media crece y el CV respecto a ésta se acerca al 1. E 50
E S 40
@
E 0
20 [ 21)
10
15
o =

10:20 10:25 10:30 10:35 10:40 10:50
Hora

10 ] ]
5 Ii I

1.4En cudl hora la venta de refrescos en la cooperativa es de 177

| I a.=10:25

a 17237475 Te 17 Tg Te o shah Fishe e n e 2atad by, = 10:30

DM: 6.3562 Promedio: 7.675  CV: 08282 ¢) = 10:35

No es lo mismo elegir numeros “a voluntad” que “al azar” d). = 10:45

* Realicen Ia siguients actividad. 2.¢Cudl es la media de refrescos vendidos en el recrec?

éﬁlguna vez te han pedido que digas un nimero “al azar"? Mucha gente piensa que decir “el primer a) 30.83
nimero que se te ocurra” equivale a elegir un ndmero al azar. b) 32.83
1. En el siguiente experimento, ti y tus companeros dirdan 120 ndmeros entre 1 y 24; después ¢) 69.41
usaran el CV respecto a la desviacion media para verificar qué tan “al azar” fue la eleccién d)84.12

de estos nlmeros.

a) Cada estudiante elija un nimero entre 1 y 24, intentando que la eleccién sea “al azar”. 3.¢Cual se puede decir que es la hora de moda para comprar refrescos?

* Registren cada valor en el pizarrdn v repitan el procedimiento hasta haber obtenido ::' 1838
120 valores. c;' st Con eete eodigo, completa tue
Cuent: ant h id d de | | ha hist ) conocimigntog ionee
= Cuenten cuantas veces ha aparecido cada uno de los valores y hagan un histograma & 1050 ol G([{ﬁl;lnd

de frecuencias como los de las cinco graficas anteriores.

* Calculen y registren los indicadores: promedio, desviacién media y CV respecto a ésta.

+ Verifiquen el valor del CV respecto a la desviacién media; mientras mas cercano sea a
0.5, la muestra es méas “al azar”; si es menor, tiene un sesgo hacia el centro, v si es
mayor tiene un sesgo hacia los extremos.

* (Qué tan “al azar” fueron los nimeros elegidos en tu grupo? Escriban en un esguema g

enéaimo termino de una sucesion.
4. {Cuéntos refrescos se venden durante el recreo?

84
s CIE# 40
c) 184 5

d) 197 E ;

las diferencias y semejanzas de las dos “medidas de dispersién” que estudiaron en
esta sesion.
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Competencias que se favorecen

Resolver problemas de manera auténoma

Comunicar informacién matemética
* Validar procedimientos y resultados

* Manejar técnicas eficientemente

Aprendizajes esperados

* Resuelve y plantea problemas gue involucran ecuaciones lineales, sistemas de ecua-
ciones y ecuaciones de segundo grado.

* Resuelve problemas que implican calcular el volumen de cilindros y cones o cual-
quiera de las variables gue intervienen en las formulas gue se utilicen. Anticipa como
cambia el volumen al aumentar o disminuir alguna de las dimensiones.

 Lee y representa, grafica y algebraicamente, relaciones lineales y cuadraticas.

* Resuelve problemas que implican calcular la probabilidad de eventos complementa-
rios, mutuamente excluyentes e independientes.

_§__.
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Patrones y ecuaciones

Resolucién de problemas que implican el uso
de ecuaciones lineales, cuadraticas o sistemas de ecuaciones.
Formulacién de problemas a partir de una ecuacién dada

*Amln:a y responde lo que se solicita.

Imagina que tu calificacion final en alguna materia se calcula promediando tus notas bimes-
trales y que te has propuesto alcanzar un promedio de 8, perc hasta el cuarto bimestre éstas
eran 7.5, 8.2, 7.0y 7.2. {¢Queé calificacion deberias obtener en el guinto bimestre para lograr
1u objetivo?

Problemas como éste pueden resolverse con la ayuda de las matematicas, planteando vy resol-
viendo una ecuacion, pero para ello, primero es necesario definir una o mas variables, también
conocidas como incognitas.

* Analiza cada una de las problematicas que se presentan a continuacion y realiza lo
que se solicita.

1. Para encontrar la calificacién que necesitas para alcanzar un promedio de 8, sigue el
procedimiento establecido por las siguientes preguntas.

a) &Cudntas variables tiene el problema planteado?

b) Dale un nombre a tu variable y colécala en la formula con la que caleculas un prome-
dio de calificaciones; de esta manera habras planteado una ecuacion cuya solucién
es la calificaciéon que buscas.

T.5+8.2+T+T.2+|:] =8

5

¢) Simplifica la ecuacién y despeja la variable.

d) Interpreta el resultado. éEs la solucidén que obtuviste, una calificacion alcanzable?

230 ® Sentido numérico y pensamiento algsbraico

;!

2. En la siguiente tabla se consignan las primeras 4 calificaciones de cuatro estudiantes.

Nombre Bim. 1 Bim. 2 Bim. 3 Bim. 4

a) Calcula para cada uno la nota que necesita en el quinto bimestre, ajustada a una cifra
decimal, para tener un promedio minimo de 8.0, después interpreta el resultado.

b) &Cudles de los estudiantes pueden aprobar con 8.0 de promedio 0 mas?

m Comparen sus resultados con los de otros companeros, si hay diferencias, verifiquen el
procedimiento empleado y lleguen a una conclusion.

* Analicen el siguiente problema y respondan lo que se solicita.

En un examen de 50 preguntas, por cada acierto se suman 3 puntos; en caso de error o falta de
respuesta, se restan 2 puntos. Si un alumno obtuvo 60 puntos, dcuantos aciertos y errores tuva?,
{cuantas preguntas no respondié?

a) Establezcan las variables del problema; para ello, escriban un enunciado como el
siguiente para cada una: “Sea x la cantidad de...”, "Sea v ...", stcétera,

b) Usandc las variables que definieron, planteen como ecuacién cada uno de los enuncia-
dos gue se incluyen a continuacion.

+ “El examen consta de 50 preguntas”.
+ “Las respuestas correctas menos las incorrectas suman 60",
¢) Resuelvan el sistema de ecuaciones.

d) Verifiquen que ambos enunciados sean congruentes con la solucién gue encontraron.

e) Completen el siguiente enunciado:
* Enelexamenhubo  respuestascorrectasy  incorrectas.
f) éQué método utilizaron para resolver el sistema?

m Comparen sus respuestas con las de otros equipos y vean qué métodos utilizaron para
resolver el problema.

Patrones y ecuaciones @ 231

Iy}
D
=
=3

=

as]




* Analiza el siguiente problema y resuélvelo como se indica.

En un hotel hay un total de 100 camas distribuidas en 58 habitaciones. Algunas habitaciones tienen
dos camas y otras sélo una. éCuantas habitaciones hay con dos camas y cuantas con una?

1. Define las variables del problema:
a) ¢Cuantas habitaciones tienen dos camas?
b) éCuantas habitaciones tienen solo una cama?
2. Representa como ecuaciones cada uno de los siguientes enunciados:
a) "Bl hotel cuenta con 58 habitaciones”.
b) “En el hotel hay un total de 100 camas”.
3. Resuelve las ecuaciones y verifica que ambas representen a los enunciados.
4. Completa el siguiente enunciado:
En el hotel hay

ﬁ Comparen sus resultados con los de algiin companero para verificar sus respuestas
argumentando sus procedimientos.

habitaciones con dos camas y con una,

W Analiza y responde lo que se solicita.

Como puedes darte cuenta, las ecuaciones que se plantearon en los problemas anteriores son li-
neales, pero hay problemas que dan lugar a ecuaciones cuadraticas. ¢Qué métodos utilizarias para
resolverlas? Justifica tu respuesta.

ﬁ Analicen el siguiente problema. Recuerden que el punto de partida siempre consiste en
reconocer las variables.

Un jardin rectangular de 50 m por 34 m debe ser rodeado con una franja de arena de ancho unifor-
me. Si se tiene arena para cubrir 540 m?, icual seré el ancho de esa franja?

1. Analicen la figura y seccionen la franja en cuatro rectangulos para expresar el area de la Er

franja en términos de la variable.
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2. Escriban la ecuacion correspondiente a partir del enunciado “El area de la franja equivale a
540 m?",

3. Resuelvan la ecuacion y encuentren la solucién al problema. Justifiqguen su respuesta.

Algunos problemas dan lugar a ecuaciones mas avanzadas que las ecuaciones lineales o cuadrati-
cas. A continuacién se presenta un gjemplo.

* Analicen el problema que se incluye a continuacion y establezcan un planteamiento que
les permita responder las preguntas.

Con una cartulina tamano carta de 8.5 plg > 11 plg, se desea hacer una caja sin tapa, recortando
en cada esqguina una pieza cuadrada, como lo sugiere la siguiente imagen.

T
] i
(] L]
1 i X
I i
[} )
....... b oo M

8.5plgx 11 plg

1. Visualicen la caja terminada, como se muestra a la derecha de la figura; sefialen cudles
serian sus dimensiones dependiendo del tamafio del corte; tanto su altura como el largo v
ancho de la base.

2. &Se pueden hacer cortes cuadrados de 5 plg cada uno? Expliquen por qué.

3. Expresen el volumen de la caja como funcién de x. Indigquen qué valores puede tomar ésta.
<Es posible contener un litro 0 mas en la caja terminada? Recuerden que un litro equivale
a 1000 cm?®, por tanto, las medidas de la hoja deben convertirse primero a centimetros. Si
la ecuacion orniginal expresaba las medidas en pulgadas, deben replantearla, o bien, deter-
minar cuantas pulgadas clbicas tiene un litro.

Escriban la ecuacion que les permmitird contestar la pregunta anterior. Si no tienen las herramientas
para hacerlo, entonces elaboren una tabla con algunos posibles valores de x y el volumen que les
corresponde. Tracen una grafica y utilicenla para responder, aunque sea de forma aproximada,
las siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es el volumen maximo que puede lograrse con esta cartulina, siguiendo el diseno
de la caja?

b) éDe qué tamano se debe hacer el corte para lograr el volumen maximo?
¢) <Cual es el volumen minimo y con qué valor o valores de x se obtiena?

d) éQué sucederia si los cortes fueran curvos en lugar de cuadrados?
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++w Comparen su grafica y sus respuestas con las de otros equipos. Posteriormente, res-
- pondan lo que se solicita.

a) ¢Alguno obtuvo mayor precision en sus respuestas?

b) éDe qué manera podrian calcular con mas exactitud el tamano del corte para lograr el
méaximo volumen?

c) <Qué funciond mejor, trabajar con pulgadas o con centimetros? Justifiquen su res-
puesta.

Los problemas resueltos con base en ecuaciones, sean lineales, cuadraticas, sistemas de ecuaciones,
etcétera, no podrian modelarse sin definir las variables, sin reconocer los datos o las relaciones
entre ellos, pues sdlo con esta informacion es viable aplicar férmulas para representar los distin-
tos enunciados que involucra un planteamiento en ecuaciones cuyas soluciones, interpretadas de
manera conveniente, nos dan las respuestas que buscamos.

Veamos el algoritmo de la divisién. Recuerda que al dividir un entero entre otro, se obtiene un co-
ciente y un residuo; por ejemplo, al dividir 38 entre 7, se obtiene cociente 5 (pues 7 * 5 = 38), ¥

un residuo 3 (pues 38 = 35 + 3). Matematicamente, esto se conoce como algoritmo de la division
y se representa como:

38 = 6xT7+3

En general, se expresa en estos términos cuando se quiere dividir a entre b

a=ﬁ+r
dividendo -~ A ¥ A i

cociente - - divisor
Usando este modelo, una ecuacién como x = 3y + 5 podria interpretarse como: “si un nimero se
divide entre otro, se obtiene un cociente 3 y un residuo 5",

Con los mismos numeros desconocidos, la ecuacién x + v = 21 podrfa significar: “El dividendo y el
divisor suman 21", Lo cual se expresa de la siguiente manera:

x=3y+5
r+y=21

Dicho sistema de ecuaciones equivale a la representacion algebraica de los planteamientos:
“¢Hay dos enteros que sumen 21, tales que si uno se divide entre el otro, el cociente sea 3 y el
residuo 57, écudles son esos nimeros?”
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W Con base en lo explicado, realiza lo que se indica.
1. Determina los enteros que resuelven el sistema anterior o demuestra que no existen.

2. Aplica el mismo razonamiento en el problema que se representa a través del siguiente
sistermna de ecuaciones:

x=7y+3
x+y=43
a) Resuélvelo v escribe el planteamiento correspondiente.
b) Compéralo con el de alguno de tus companeros. En caso de haber diferencias, busquen
la equivalencia entre ellos o el error,

En la siguiente actividad se presentan algunas ecuaciones y enunciados que te permitiran valorar la
importancia de asignar un significado adecuado a las variables.

ﬂ Analicen los problemas de la columna izquierda de la tabla y, para cada uno de ellos,
~ realicen lo que se solicita a continuacion.

1. Identifiquen qué ecuacién o sistema de ecuaciones le corresponde, colocando en los cor-
chetes la letra de cada enunciado.,

2. Una vez que hayan localizado la ecuacion o sistema, resuélvanlo.

3. Reconozcan las variables, escriban su descripcién y el valor que encontraron al final de cada
problema.

Ecuacibn(es) para El problema

i L tha suman 12. Dentro de 3 afios,
Al : a. ¢Cudles son sus edades?

=S consecutivos es 182 y

4. Al terminar comparen sus respuestas con las de otros equipos, observen coincidencias y
diferencias, y pénganse de acuerdo para disipar todas las dudas. Consideren que: a una de
las ecuaciones le corresponden dos problemas, a otra ninguno, écudles son?
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'f Con la finalidad de que visualices como se desprende un enunciado a partir de una
ecuacion y viceversa, analiza el siguiente ejemplo.

Si x es un nimero natural, la ecuacion x” + (x + 1)? = 265 da lugar al planteamiento que se mues-
tra a continuacion;

Problema: Encontrar dos nimeros naturales consecutivos cuyos cuadrados sumen 265.
X+ (x+ 1)2= 265
X+xi+2x+1=265
2+ 2x + 1 =265
2%+ 2x— 264 =0
P2 +x-132=0
(x+12{(x-11) =0
x=-12obienx =11

Procedimiento:

La solucién es 11 porque —12 no es un numero natural.

Los ndmeros naturales consecutivos cuyos cuadrados suman 265 son:
x=11lyx+1=12

Respuesta:

Verificacion: (11)? + (12)? = 121 + 144 = 265

Cormo muestra el gjemplo anterior, de la ecuacidn se desprende el enunciado de un problema. A su
vez, del problema se desprende un procedimiento para resolverlo y al final una respuesta al problema
planteado.

* En las siguientes expresiones, las variables representan niimeros naturales. Plantea un
problema para cada ecuacion, desarrolla el procedimiento y resuélvelo como se hizo en
el ejemplo anterior.

1. x{x +1) =56

2, k-1 +x+{(x+1) =42
3 x+1ix+2) =64

4, (x — b) =12
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Un matematico griego de nombre Diofanto, de cuya vida poco se sabe, es considerado el
inventor del algebra. Dej6 como legado una importante obra llamada Arithmetica, la cual, se
cree, constaba de 13 libros, aungue sdlo se conocen seis. A él se le atribuye la creacién de
una coleccion de problemas en los que las variables corresponderian a nimeros enteros o
cocientes de enteros, conocidas como ecuaciones diofantinas. En su sepultura, un alumno
escribié este epitafio:

“Transetnte, ésta es la tumba de Diofanto y esta sorprendente distribucion te dice el numero
de anos que vivié. Su ninez ocupd la sexta parte de su vida; después durante la doceava par-
te, su mejilla se cubrié con el primer bozo. Pasd aln una séptima parte de su vida antes de
tomar esposa y, cinco anos después, tuvo un precioso nifo gue, una vez alcanzada la mitad
de la edad de su padre, perecid de una muerte desgraciada. Su padre tuvo gue sobrevivirle,
llorandole, durante cuatro anos. De todo esto, se deduce su edad”.

Fuente: Pérez, Sergio, 2013.

Si deseas profundizar al respecto, te sugerimos consultar Crénicas algebraicas de Concepcidn
Ruiz y Sergio de Régules en los libros de la Biblioteca Escolar,

ﬂ\ Relinanse en parejas para que, a partir del texto anterior, estimen a qué edad murio
Diofanto.

1. Definan una variable para designar la edad que tenia el matematico al morir.

Sea_ = laedad a la que murid Diofante.
2. Analicen cada uno de los enunciados del epitafio y exprésenlos de manera algebraica, en
términos de la variable que establecieron.
a) Su ninez fue la sexta parte de su vida:
b) Pasaron luego tantos anos como la doceava parte de su existencia:
¢) Luego transcurrid una séptima parte de su vida antes de casarse: .
d) Cinco anos después nacid su hijo:
&) Su hijo vivid la mitad de los anos que él:

f) Cuatro anos pasaron hasta que murid:

3. Sumen los periodos gue identificaron y formulen una ecuacién para resolver el planteamien-
to principal. Simplifiguen y resuelvan la ecuacion. £Cuantos anos vivié Diofanto?

Patrones y ecuaciones @ 237
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Medida

Analisis de las secciones que se obtienen al realizar cortes
a un cilindro o a un cono recto. Calculo de las medidas de los radios
de los circulos que se obtienen al hacer cortes paralelos en un cono recto

‘-."-Anal‘m la siguiente situacion y responde lo que se solicita.

lrﬁagjna gue, caminando por la calle, te encuentras un “kildmetro de monedas” al cual contri-
buyes generosamente colocando 15 monedas. Al hacerlo, observarias algo parecido a lo que
se muestra en la ilustracién.
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Mas adelante, coincides con un amigo y deciden tirar un “volado”. Si siguieras la trayectoria
de la moneda con la mirada, alcanzarias a percibir algo como lo que aparece en la imagen.

&Por qué siendo Ia moneda un circulo, en la trayectoria casi no se aprecia dicha figura? {Qué
curva forma ese lanzamiento de la moneda?

238 @ Forma, espacio y medida

ﬂ\ A partir de la situacion anterior, contesten las preguntas.
1. éDesde qué éngulo se debe observar una moneda para que se aprecie su forma circular?
2. éCudl es la apariencia de la moneda si se mira desde cualquier otro angulo?
3. éQué forma adquiere si se ve completamente de lado?
4

. ¢&Cuél es el nombre de la figura que se aprecia desde distintos angulos? Escribanlo, de ma-
nera individual, sobre la ilustracién.

A Formas aparentes de
una moneda vista
desde distintos angulos
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Las figuras anteriores, excepto la parabola, se pueden obtener cortando de diversas formas un cilin-
dro. Las siguientes imagenes corresponden a un cilindro visto en perspectiva y cortado por un plano
de diferentes maneras. En cada figura, se presenta el resultado del corte con una vista frontal.

Vista frontal

~~_—» \Vistafrontal y 1
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Vista frontal
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Vista frontal
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ﬂ Analicen las figuras donde el cilindro es cortado de diferentes maneras y respondan las

preguntas.

1. éCudles son las figuras geométricas que pueden obtenerse cortando un cilindro con un pla-
no, en diversos angulos y a distintas profundidades?

2. ¢Se pueden obtener circulos de diferentes didmetros a partir de un mismo cilindro?, écémo?

3. éSe pueden obtener elipses con distintas proporciones? éDe qué depende?

4. ¢Es posible obtener rectangulos con distintas proporciones? éDe qué depende?

5. {Se puede obtener un cuadrado? éBajo qué condicién?

6. ¢Cuantos cuadrados se pueden obtener cuando la altura del cilindro es igual al diametro de
la base?

7. éCuantos cuadrados pueden obtenerse cuando la altura del cilindro es menor que el diame-
tro de la base?

8. ¢Cuéntos cuadrados pueden obtenerse cuando la altura del cilindro es mayor que el diame-
tro de la base?

9. {Cémo se conseguiria un segmento de recta?

Construye un periscopio

El instrumento que se usa en los submarinos para ver
la superficie del mar se llama periscopio. Es factible
fabricar uno casero con un tubo largo de cartén, par-
tido en tres tramos, y un par de espejos pequenos. La
idea general se muestra en las ilustraciones.

Se hacen cortes de 45° en el tubo de cartdn y en
el interior se ajusta un espejo, de la mejor manera
posible, ¢Qué angulo de inclinacién consideras que
deberia tener el espejo?

Reunete con algunos companeros para que analicen
los detalles y reflexionen sobre estos planteamientos.

a) Con plastilina o barro, pueden modelar un cilindro para practicar distintos cortes o con-
seguir uno de unicel en la papeleria,

b) Investiguen en qué objetos, herramientas o articulos de uso comin es posible visualizar
las secciones de un cilindro y hagan una lista para compararla con las de otros equipos.

Periscopio de cartén

e i

- -
-
2 e

Vista exterior Vistas transparentes

a) <¢Qué forma debe tener el espejo?
b) éCuales serian sus dimensiones?
¢) ¢&Se podria trazar con base en el tubo cortado?

Una vez que tracen el espejo, pidan ayuda a un vidriero para que lo corte segin el diseno
que hicieron. Unan las cinco partes, los tres tramos de tubo y los dos espejos para terminar
el periscopio.
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Los cortes de un cilindre con un plano dan lugar a curvas intere-
santes. Ocurre lo mismo con un cono cuando es dividido a partir
de diferentes dngulos de inclinacién; las curvas que se obtienen de
esa forma reciben el nombre de secciones conicas.

Observa dichas curvas en las siguientes imagenes. En cada una,
se incluye la vista frontal.

g
3
g

Si conoces el nombre de las curvas que se obtienen al cortar el cono, anota sus nom-
bres; identificalas con el color de cada plano.

a) Amarillo b) Verde ¢) Morado d) Rosa

‘r Observa nuevamente las figuras superiores y responde las preguntas.

1. iEs posible obtener circulos de diferentes radios cortando un cono?, écomo debe orientarse

2.

el plano de corte?, {de qué depende el radio del circulo?

&¢Se pueden obtener elipses de distintos tamanos cortando un cono?, écémo debe orientar-
se el plano de corte?, éde qué depende el tamano de las elipses?

. ¢Es posible obtener elipses con distinta proporcidn a partir de un mismo cono?, éde qué

depende?

£Como debe inclinarse el plano de corte para obtener una parabola?, éde qué depende el
ancho de la parabola?

&Qué curva se logra cuando el plano de corte tiene un angulo mayor al de la generatriz del
cono ¥ puede llegar a ser una vertical?

&¢Qué nombre reciben las generatrices del cono en relacién con estas curvas?
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‘r Responde lo que se solicita.

http:/www.cepazahar.org/recursos/pluginfile.php/3828/mod_resource/content/0/Proyectos/ee En la actividad anterior, pudiste notar que, con el corte, se crea un nuevo cono, cuya altura es la
cia_de_las_cnicas_en_la_naturaleza el arte y la_tcnica.htm ' ] mitad de la altura original. En la vista de perfil, se puede apreciar que cada cono correspende a un
triangulo rectangulo, en donde el radio de la base es un cateto, la altura otro cateto v la generatriz
es la hipotenusa.

a) ¢Qué ocurre con el radio de la base cuando la altura se reduce a la mitad?

: ; . ) : I b) &éQué método usarias para encontrar el cateto desconocido?
Intenta visualizar las secciones cﬁmcas; para ello, ellge alguna de las siguientes propuestas. ) ¢Q b

c) El cono de la figura que se muestra a continuacién tiene una altura de 10 em y un radio
en la base de 2 cm. Si se hacen cortes con un plano paralelo a la base a cada centime-
tro de altura, équé radios tendrian las bases de los conos resultantes?

1. Compra en la papeleria un cono de unicel o hazlo de
plastilina o barro y cortalo de diferentes formas: para-
lelo a la base, levemente inclinado, como la generatriz
del cono; paralelo a la generatriz y mas inclinado que
ésta, pudiendo llegar a ser vertical, es decir, paralelo
al eje de simetria del cono.
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2. En la noche, con una ld&mpara de mesa, de las que
tienen pantalla circular, se produce un cono de luz
cuyo vertice se encuentra en el filamento del foco y
se abre hacia arriba, recortado por la abertura circu-
lar de la pantalla; cabe mencionar gue dicha abertura
representa en si misma una de las secciones conicas. Orienta la ldmpara en distintas
direcciones en relacién con la pared y observa la forma de las curvas que se dibujan
con la luz, horizontal y transversal al muro, para obtener circulos; luego, un poco in-
clinada, para formar elipses; después, procura que la generatriz del cono sea paralela
al muro, asi podrés ver una parabola, y cuando la lampara esté en posicién vertical,
paralela al muro, se dibujara en la pared una hipérbola.

‘i' Analiza la siguiente figura, después responde y realiza lo que se solicita.

En la figura un cono es cortado exactamente a la mitad con un plano paralelo a su base, formando
un circulo en ésta, écudl crees que sea la medida del radio? A la derecha del cono, aparece la misma

figura vista de perfil, redacta un método para calcular el radio. 1. Con base en tu respuesta completa la siguiente tabla.
o | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o

a) Traza en tu cuaderno una gréfica en la que relaciones las alturas con los radios de las bases.
b} Completa el siguiente texto.
Cuando un cono circular recto se corta con planos paralelos a la base, se obtienen conos cuyas

bases tienen una relaciéndetipo . : es decir, cuando la altura de una se duplica, el
" radiodelactrase __, Dicho en otras palabras, como el &ngulo entre el gje de simetria
E y la generatriz es el mismo para todos los conos que se obitienen, la relacion ;— también conocida

' * como tangente trigonométrica del angulo, permanece
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Construccién de las férmulas para calcular el volumen de cilindros y conos, W Observa las siguientes imégenes y responde las preguntas.

nocimientos comentando con uno de tus compaferos como podrian hacerlo.

tomando como referencia las formulas de prismas y pirdmides 1. ¢Cuél es el volumen del cubo cuyo lado mide 1 mm?
0 2. ¢Cudl es el drea de su base?
% 3. &Cual es la diferencia entre la medida de su volumen
= -ﬂ- Realicen lo que se solicita a continuacion. v la de su area? '
L= 2 3
E Un prisma contiene el volumen de tres piramides cuya base y altura son semejantes a las del 4, éPuede coincidir el nimero del volumen de un prisma Lo 1 mm
= prisma. {¢Recuerdas cémo se calcula el volumen de prismas y piramides? Recupera esos co- con el de su superficie?
)
1]
O
[+

5. Con base en los céalculos realizados, completa la si-
guiente informacion,

a) Una placa rectangular formada por 7 filas y 9
ﬂ Realicen la siguiente actividad. columnas de cubos unitarios, tiene un volumen
de _

Construyan y calculen el volumen de cada uno de los prismas de la siguiente tabla; conside-
ren que todos tienen altura () y una base regular de lado (/), ambas dadas en centimetros.
Usando arena o arroz, comparen el volumen de estos prismas con el de una cajita de cartdon de
4 ¢m # 5cem X 5 em cuyo volumen es de 100 cm?,

b) Por otro lado, la tapa de esa placa consta de
b4 = = mm?

En general, cualquier prisma de altura 1, sin importar la forma de su base cumple con:

i
(17
L
]
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= -

£ Figura Area de la base
=

4]

—

=]

o

s ' h=1u
‘J Area en #* = Volumen en 1

La cualidad esencial de un prisma es que puede verse como la traza que deja una figura plana al ser
trasladada sobre un eje perpendicular a ella, desde su base hasta su tapa.

Prisma hexagonz ‘t Escribe la formula para calcular el volumen de un cilindro.
h =10 cm, h
[ =1.962 cm
Asi como se puede extender el concepto de poligono regular hacia el circulo, al cual se le considera
un poligono regular con un ndmero infinito de lados, los cilindros y conos pueden ser definidos como
Construyan y calculen el volumen del cilindro. Utilicen arroz para compararlo con el de su caja una extensidn de prismas y pirdmides cuyas bases, poligonos regulares, se aproximan a clrculos
medidora. cuando tienen un nimero indeterminado de lados.
Cilindro Este proceso de aumentar la cantidad de lados para irse aproximando a un circulo, que se considera
h =10cm, con una cantidad infinita de éstos, es una abstraccion de la mente humana que ha sido Util a lo largo
r=1784cm . de la historia para extender conceptos basicos o tangibles y llegar a conclusiones que rebasan lo que
- E H percibimos como “realidad”.
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* Analiza la situacion y responde lo que se solicita.

Imagina que tienes una cantidad i de monedas circulares de radio r y que la altura de cada una
mide 1 mm.

hmonedas de aliura 1 mm

J I adlwra 1 mm

a) Si el radio de cada moneda es r mm, écuél seria el area de una cara de la moneda?
b) éCual seria el volumen de la pila de h monedas?
c) ¢Qué figura forma la pila de monedas y cudles son sus dimensiones?

‘n- Analicen la siguiente informacion y respondan lo que se solicita.

La férmula que se usa para obtener el volumen de un cilindro es esencialmente la misma que la del
volumen del prisma; es decir, multiplicar el area de la base por la altura. La diferencia radica en la
forma en que se calcula el drea de la base, puesto que para &l cilindro ésta es un circulo.

a) Comenten la informacién del parrafo anterior y sefalen cual es la férmula para calcular
el volumen de un cilindro.

altura b

Volumen del cono

¢Cémo se obtiene el volumen de un cono circular recto? Piensa en una serie de pirdmides cuyas
bases sean poligonos regulares; todas ellas estarian construidas sobre una circunferencia de radio r.
Para simplificar la idea podemos tomar r = 1 m. E

246 @ Forma, espacio y medida

H

Observa que conforme el ndmero de lados crece, la base se parece cada vez mas a la circunferencia
¥, por tanto, la medida del lado ! se hace mas pequefa, mientras que la medida de la apotema ap
se acerca a 1, que es el radio de |a circunferencia.

.

ap=0866m
{=1m

ar=05m
I=1.732m

ap=0.966m
/=0518m

ap=0961Tm
/=0261m

&Cual es la férmula para calcular el drea de una circunferencia? Supdn que el radio es r = 10 m,
Para calcular el area de cada pirdmide necesitas los siguientes valores.

ap = 9.6569m

apr=5m
/=17321m

El valor del area se acerca a 100, es decir w < 107, Esto es porque el area de la circunferencia
es w » 12, Con este proceso, se puede argumentar que un cono se parece mucho a una pirdmide y
que la relacién de éste con un cilindro es similar a la de una piramide con un prisma.
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Estimacidn y calculo del volumen de cilindros y conos o de cualquiera

4 Realiza lo que se indica y responde las preguntas. de las variables implicadas en las férmulas

Con un cuarto de cartulina crea un cono y un cilindro abiertos, como los que aparecen en la
imagen. Calcula las medidas faltantes.

F:}tﬁn:'ﬁl.mme problema y respondan lo que se solicita.

Tt

as con cilindros y conos

1. Un silo cénico de 4 m de radio por 10 m de altura puede contener 167.55 m® de
granos. Se planea construir otro silo conico que duplique su capacidad de almacena-
miento. El constructor ha pensado en tres opciones:
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= Modificar la altura
= Modificar el radio
» Moadificar ambas medidas de tal modo gue no se altere la forma del silo

Comenta con alguno de tus companeros qué sucederia en los tres casos.

‘*J Analiza y resuelve los siguientes problemas.

1. Determina las dimensiones del silo en cada una de las opciones. Verifica que tus res-
puestas correspondan a silos cénicos cuyo volumen sea el doble del volumen del silo
original, para ello, calcula los volimenes.

10m 10m
1
[
am —_—
= (-
Liena el cono con arroz y vacialo dentro del cilindro tantas veces como sea necesario hasta
gue se llene. J
a) é¢Cuantas veces cabe el volumen del cono en el volumen del cilindro? —_—
b) Escribe la formula para calcular el volumen de un cono. |:|
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2. Edith queria comprar un bote de helado en
forma cilindrica cuyas medidas eran: 10cm
de didmetro por 12 cm de altura. Su her- - o . .
mana le propuso comprar por &l mismo .{ \ { \\ N \I f\f’l
precio 8 conos en envase de papel, de la Vs Y .
mitad del didmetro del recipiente cilindrico
y con altura de 15 cm.

éCuél de las hermanas ha pensado en la mejor |
opcidn para comprar mayor cantidad de helado por '
menos precio? Justifica tu respuesta,

* Recuerden los conceptos de “crecimiento lineal” y “crecimiento cuadratico” revisados
en el bloque 3, y con base en ellos realicen lo que se solicita.

1. Identifiquen en las formulas para calcular el volumen del cilindro y del cono cémo crece éste
en relacién con la altura v el radio de la base, y respondan:

a) <Por cuanto se multiplica el volumen de un cilindro si se duplica su altura?

b) &Por cuénto se multiplica el volumen de un cilindro si se duplica su didmetro?
c) ¢Por cuénto se multiplica el volumen de un cono si se duplica su altura?

d) &Por cuanto se multiplica el volumen de un cono si se duplica su didmetro?

e) ¢Por cudnto debe multiplicarse la altura de un cono o de un cilindro para duplicar
su volumen?

f) éPor cuanto debe multiplicarse el didametro de un cono o de un cilindro para duplicar su
volumen?

2. Sise tiene un cilindro y se quiere construir un cono de la misma base que éste, iqué rela-
cion deben tener las alturas de ambos cuerpos para que su volumen sea el mismo?

3. Si se tiene un cilindro v se quiere construir un cono con la misma altura que éste, dqué
relacion debe haber entre los radios de las bases de ambos cuerpos para gue tengan el
mismo volumen?

Cuando se calcula el volumen de un cilindro, se torman en cuenta las variables r (radio de la base) y
h (altura del cilindro).

En la férmula V = wr*h el radio aparece elevado al cuadrado, por tanto, al modificarlo se afecta cua-
draticamente el volumen; reescribamos la formula para que quede mas claro:

V=a-r-r-h
Asf, por ejemplo, cuando el radio se multiplica por un factor &, el volumen se multiplica por k%, es
decir:
drkrokr-h=k k-wrror-h=8nrh =8V
Con la altura h del cilindro no ocurre esto, pues al no estar elevada al cuadrado, afecta linealmente

al volumen. Si la altura se multiplica por el factor &, el volumen se multiplica también por el factor
k, esto es:

merrkfi=wwr-r k-h=mwkrth=%kvV

250 ® Forma, espacio y medida

En ocasiones, puede resultar (til considerar al volumen como una variable independiente, de manera
que las otras dimensiones estén supeditadas a €l. También se pueden hacer consideraciones como:
“La altura debe medir el doble que el radio”.

Esto te permitira modificar la férmula del volumen del cilindro eliminando alguna de las variables; por
gjiemplo, sila k = 2r, entonces V = «r?(2r) = 27r°. Puedes apoyarte en estas ideas para solucionar
los siguientes ejercicios.

ﬁ Analicen y resuelvan los problemas. Tomen en cuenta que 1 | = 1 dm® = 1000 cm®.

1. Si s& desea fabricar una lata de 500 ml cuya altura
seade 13 cm:

a) &Cuél debe ser el didmetro de su base?

b) éCuantas de esas latas podran acomodarse en un
compartimiento de 35 ¢m de frente por 8 cm de
fondo y 28 cm de altura?

2. En un tanque de agua cilindrico, cuya base tiene un
didmetro de 1.2 m, habia 235 | de agua. Si se agre-
garon al tanque 200 [:

a) ¢Cuanto aumento la altura del agua en el tanque?
b) éCual fue su altura final?

3. Se quiere formar un cilindro enrollando una lamina
rectangular de 1 m x 0.20 m; se deben buscar ade-
mas dos tapas metalicas circulares para completar la
fabricacion de un recipiente.

— 00

i i Armado de
| unrecipiente
' cilindrico

a) ¢Cual debe ser el didmetro de esas dos tapas?
b) éCuél serd |a altura final del cilindro?

¢) ¢éCuantos litros de agua podria contener ese recipien-
te completamente lleno?

d) &A qué altura deberia llenarse el recipiente para te-
ner 15 | de liquido?

4. Disefen un bote cilindrico con
capacidad de 1500 ml con base
en la proporcion aurea, es de-
cir, si r es el radio de la base y &

es la altura del cilindro, éstas de- ! ?E rada, Nimero ira-

ben estar relacionadas mediante (phi) ue permite

la razén dorada: proporcién aurea:
5. Un tanque de refrigeracién para '

productos lacteos tiene forma de 1

cilindro con una capacidad

de 20001, su radio mide 3 m, Sabiendo que 1 | equiva-

le a 1 dm®, éoudl es la longitud del tanque?
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6. Para abastecer de agua a una unidad habitacional, un ingenierc planea construir una torre
en forma de cilindro de 20 m de altura, con un radio interior de 1.3 m y un radio exterior de
1.8 m.

a) ¢Cuantos litros podra contener el tangue como maximo?

b) éCuéntos metros cubicos de concreto harén falta para construir la
pared de la torre?

c) Siademas se quieren colocar dos bases con forma circular, del mis-
mo espesor que la pared, écudnto concreto adicional hara falta?

7. Un rollo de papel higiénico de la marca A tiene un didmetro exterior de
12 cm, un diametro interior de 4.5 ¢cm y una altura de 10 cm. Un rollo
de la marca B tiene el mismo didmetro interior y la misma altura, pero
su didmetro exterior es de 11 cm.

a) Ambos rollos son de papel del mismo grosor, pero el de la marca A
tiene 500 hojas. éDe cuantas hojas sera el de la marca B?

b) Si el rollo de la marca A cuesta $4.00 y el de la marca B $3.50,
ceudl es el que mas conviene comprar? Justifiguen su respuesta,

8. Se hainsertado un cono dentro de un cilindro. Los dos cuerpos tienen
una altura de 12 ¢m y una base de 5 cm de radio. éCuanta agua cabe
en el espacio libre gue queda entre ellos?

9. Un vaso desechable tiene forma de cono truncado; los didmetros de
la base y la boca son 48 y 75 mm, respectivamente, y la profundidad
mide 94 mm.

a) (Cuantos mililitros de agua puede contener ese vaso hasta su borde?

b) Si el agua regularmente se sirve en el vaso, dejando 1.5 cm libres por debajo del borde,
‘{cudnta agua contiene?

10. Un contenedor metélico para concreto esta formado por un cuerpo cilindrico con un radio
de 1.8 m y una altura de 5 m y, en la parte inferior, por un cono truncado con una altura
de 1.1 m y un angulo sobre su base de 60°, Calcula su volumen total.

Es posible despejar de la férmula del volumen del cilindro V = ntréh, las expresiones:
_ 3
& _,.I’ wh

Estas sirven para calcular las variables r (el radio de la base) y & (la altura del cilindro), haciéndolas
dependientes del volumen V'y la otra variable conocida.

L ¥
h=-Yy

De la formula del volurmen del cono V = an también es posible despejar:
h = l";

_ [3V
T r=J=

{Como te podrian ayudar estas referencias para resolver los problemas de este tema?

W Para saber mas sobre el volumen de conos y piramides, consulta en la Biblioteca de E

Aula: La geometria en el deporte de Carlos Hernandez Garciadiego, 2003.
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Proporcionalidad y funciones

Analisis de situaciones problematicas asociadas a fenomenos de la fisica, la
biologia, la economia y otras disciplinas, en las que existe variacién lineal o
cuadratica entre dos conjuntos de cantidades

’t Realiza la siguiente actividad.
Las graficas de las siguientes funciones guiza te resulten familiares, identifica cuéles son
cuadraticas y cuales lineales en sus graficas.
{5 B B B i
e
4 R
588 5558
ettt . B
EEE g i o SR O
BB 1 : 1 e
e bd-d i et e gt
oo : T e e
O et e B B e B ledadadadadadadadade dadad fadadadedodadadadadadadad

Las ecuaciones que representan estas graficas son casos particulares de una funcidn, gue
analiza la relacién entre dos variables.

Observa las graficas con atencion y completa el si-

= > én entre dos varia-
guiente enunciado. v m:..._ ;

des por medio
Mientras que una funcion lineal se representa a través de incién de segundo
, la funcidn o variacién cuadratica se expre-

58 con
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Y Analiza y resuelve los siguientes problemas.

a) Establece si el punto dado pertenece a la recta cuya ecuacion es y = 3x — 1. Para ello,
anota en el recuadro “Si* o “No”.

2,1) (2, 2) (2,5 (2, 8)

&7 (3, 8 {4, 10) 4, 12)

b) Escribe el valor de la coordenada que falta para que el punto sea parte de la recta.
w ) 6 ) (.11 ( .20 = )

ﬁ Planteen y resuelvan un sistema de ecuaciones que les permita solucionar el problema.

1.

Siunarectay = ax + bpasaporlos punto P = (2,1) y O = (3,7), équé valores tienen los
coeficientes a y b?

Encuentren el punto medio entre los puntos dados y verifiquen si éste también pertenece a
la recta. Recuerden que cada coordenada del punto medio es el promedio de las coordena-
das correspondientes en los puntos Py Q.

Reflexionen en torno al enunciado “Como dos puntos distintos de una recta dan lugar a dos
ecuaciones, esto basta para encontrar los dos coeficientes a y b”,

De acuerdo con lo anterior, écudntos puntos distintos se requieren para encontrar los coefi-
cientes de la funcién cuadrética y = ax? + bx + ¢? £éQué pasaria si esos puntos estuvieran
alineados?

Completen el siguiente enunciado.

a) Para conocer los coeficientes de una funcidn cuadritica, se necesitan al menos
puntos que

http/www.mathopenref.com/linearexplorer.html
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Ahora analicernos un problema basado en |as siguientes preguntas: ¢Cudl es la relacién entre el nu-
mero de vueltas que da una rueda de bicicleta y la distancia que avanza? Estableciendo lo anterior,
éseria posible saber qué distancia avanzara la bicicleta cuando |a rueda dé 20 vueltas?

Hay dos opciones para responder estos planteamientos. Una seria estimar tedricamente la distancia
que recorre la bicicleta con cada vuelta de rueda, y otra plantearia una solucidén empirica: contar el
numero de vueltas que da la rueda al recorrer una distancia conocida. Elegir la alternativa empirica o
practica permitiria establecer la relacidén entre dos variables a partir de |la observacion.

* Con base en lo anterior, respondan lo que se solicita.

a) &{Qué tipo de relacion creen que exista entre el nimero de vueltas que da una rueda de
bicicleta y la distancia que avanza: lineal o cuadratica? Justifiquen su respuesta.

b) {Qué datos se necesitarian para conocer la distancia que cubre la rueda al dar una vuel-
ta?, {cudl seria la férmula adecuada para determinarlo?

¢) Si guisieran basar su analisis en la observacion, éen cuantos puntos de la gréfica ten-
drian que registrar sus datos?

d) Tomen en cuenta que ya hay un punto establecido de manera natural. éDe cudl se trata?
e) ¢Qué distancia recorre una bicicleta cuando su rueda da cero vueltas?

f) ¢Sera suficiente saber qué distancia recorrid cuando la rueda dio, por ejemplo, tres vuel-
tas?

g} Suponiendo que la bicicleta avanzo 6.7 m al dar tres vueltas, écual seria la relacion y
qué explicaria la distancia en funcién del nimero de vueltas? Es decir, si d es la distancia
y n el nimero de vueltas, entonces:

1% comparen sus respuestas con las de otros equipos y analicen las diferencias.
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ﬂ Analicen el siguiente planteamiento y contesten las preguntas que permitiran modelar
la trayectoria de un proyectil, a partir de los datos registrados por un observador.

http://www.mathopenref.com/quadraticexplorer.ntml

Un proyectil fue lanzado desde el piso con cierto angulo de elevacién y un observador registré dos
posiciones de éste, anotando alturas de 1.8 y 2.55 m, cuando las distancias que habia avanzado
fueron de 2 y 3 m, respectivamente,

‘r Con base en la pagina electronica sugerida, analiza qué pasa si cambian los valores de

los coeficientes y responde.
a) ¢Como se ve la pardbola cuando el valor de a es positivo, negativo o cero?, équé ocurre
s S S ™ cuando aumenta?
% g o= e -~ b) Observa la pardbola justo cuando cruza al gje v, responde los mismos planteamientos
-~ ™~ para by c.
g e ; o ) :
7 ~ ¢) En la funcién cuadratica, uno de sus pardmetros (o coeficientes) es la “apertura hacia
rE-L 1 P v B ~ arriba o hacia abajo y la curvatura”, otro indica una traslacién “horizontal” y uno més es
4l . la “ordenada al origen”. Después de haber visto el efecto de cada coeficiente, completa
L R 2 5 " el enunciado.
i '
P 4 i B N ¢ Enlafuncién cuadratica y = ax? + bx + ¢, eslacurvatura, _ esuna
1 1 ‘> A
Lo v \ traslacidny —_____ es la ordenada al origen.
i B i d) Vuelve a observar la trayectoria parabdlica del proyectil analizada en equipo y responde
i distancias 1
: : la pregunta.
le dge 5 " .
H A H + (Cual deberia ser el signo de la curvatura?

a) Sahiendo que un proyectil describe una trayectoria parabdlica, usen los datos para en-
contrar una expresion algebraica que explique la relacién entre la altura y la distancia.
Recuerden que hay un tercer punto conocido, aungue no s& haya mencionado,

b) A partir de la expresidn gue encontraron, calculen las alturas que el provectil tendria para
9 11y13m.

¢) Calculen también la distancia que debe recorrer éste para que su altura vuelva a ser
cero; es decir, calculen su alcance.,

d) £Qué harian para saber cudl es la altura méxima alcanzada por el proyectil y a qué dis-
tancia ocurriria?

&) Para responder lo anterior, ésera Util saber gue una parabola tiene un eje de simetria que
pasa por su vértice?
'n\ Comparen sus respuestas con las de otros equipos y compartan los métodos que utili-

Zaron.
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e) Tomando en cuenta el desplazamiento del vértice de la parabola, icudl deberia ser el
signo del coeficiente lineal?

* &Qué valor tendria la ordenada al origen?

f) Compara tus respuestas cualitativas con los valores obtenidos durante la actividad y
verifica que correspondan.

g) Para finalizar esta actividad, en las gréficas gue se presentan a continuacidn, anota a la
derecha de cada coeficiente “< 0", *= 0" o *> 0", seglin comresponda.

{ SR WD (U e 0 ol e i e T i N
[ O S O e AL B = E e )
o e i i T

-4

-
__I__I__I__I__e__l

i I ' ] L]
A AR PO B S S

a b c a b ¢ a b o]
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Palabra Mu

“ Analicen la siguiente informacion y realicen lo que se solicita.

En un laboratorio de anélisis quimicos, equipado con un espectrofotémetro de absorcién atdmica,
es posible conocer la concentracion de un elemento dado en una solucion acuosa, porque existe
una relacién lineal entre la concentracién (dada en partes por millén, ppm) y las unidades de absor-
bancia (ua) registradas por el aparato. Por ejemplo, se sabe que 2 ppm de plomo en una solucién
acuosa registran 16 ua y que 4 ppm dan lugar a 32 ua; es decir, que al duplicar la concentracion,
también lo hacen las unidades de absorbancia.

a) Tracen una grafica, colocando en el gje x las unidades de ab-
sorbancia, y en el gje y la concentracién de plomo en agua.

b) Obtengan una expresion algebraica que permita calcular la
concentracion v a partir de las unidades de absorbancia x.

c) Calculen la concentracion de plomo que hay en una muestra
gue registra 52 ua al ser analizada.

d) Estimen la lectura que se registraria en el aparato para una
muestra de la cual se sospecha que tiene una concentracion
de 3.5 ppm.

e} Al analizar varias muestras de algas marinas se leyeron entre
40 y 80 ua. Calculen las concentraciones de plomo que habia
en las muestras.

f) éEntre estas variables existe una relacion de proporcionali-
dad?, épor qué?

gl ¢Qué significado tiene la pendiente en esta relacion lineal?

h) £Qué conlleva que la ordenada al crigen de esta relacién sea cero?

ﬂ Analicen el problema y respondan las preguntas que se presentan a continuacion.

Suele calcularse el precio del vidrio segin su érea, pero algunas veces los clientes piden que esté
biselado, es decir, que tenga en la periferia un desgaste pulido gue lo haga ver elegante. En ese caso,
el biselado se cobra por metro lineal. Por ejemplo, un vidrio biselado de 40 ¢m < 50 cm tiene un
area de 0.20 m? y un perimetro de 1.80 m. Si el metro cuadrado de vidrio costara $200 y el metro
lineal de biselado $150, el precio del vidrio seria 200 < 0.20 + 150 x 1.80 = 310.

Completen la siguiente tabla basandose en la informacién del problema.

Largo Ancho Areadel Medida del

(M  (m) vidrio (m?) biselado (m) ' ecio (¥
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1. Un cliente pagd $174.40 por un vidrio biselado de 40 ¢m < 40 cm y $272.40 por otro,
también biselado, de 60 cm < 60 ¢m.

a) Tracen una gréfica, poniendo en el gje x la medida del lado del vidrio en metros, y en el
eje y el precio. Identifiquen en esa gréfica los dos puntos mencionados en el plantea-
miento, asi como un tercer punto que esta implicito: ¢Cuanto costaria un vidrio biselado
de lado cero?

b) Como en el precio se involucra el area del vidrio, busquen una relacidén cuadratica de la
forma y = ax® + bx + ¢, gue permita calcular el precio y, conociende el lado del cua-
drado x. Como la parabola que le corresponde pasa por el origen, {équé valor deberia
tener ¢?

¢) Usen la relacién que encontraron para calcular el precio de un vidrio biselado de
50 % 50 ¢cm y el de otro que mide 90 < 90 cm.

d) A partir de la expresién algebraica, deduzcan el precio de 1 m?,

2. Sibien el modelo que construyeron solo sirve para vidrios cuadrados, conociendo los precios
unitarios, pueden calcular otros precios.

a) &Cual seria el precio de un vidrio rectangular biselado de 60 em < 80 em?
b) éCuanto habria que pagar por una cubierta biselada de 50 cm > 120 cm?
¢) éCuanto costaria un vidrio circular biselado de 45 em de diametro?

#* Discutan el significado de los coeficientes a y b que encontraron.

&Por qué a tiene un significado por si mismo, pero b debe dividirse entre cuatro para cobrar sentido?
Recuerden que ésta es la formula para calcular el precio:

P = pv X drea + pb X perimetro

En donde pv es el precio de un metro cuadrado de vidrio y pb el precio de un metro lineal de biselado.
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Nociones de probabilidad

Analisis de las condiciones necesarias para que un juego de azar sea justo,
con base en la nocién de resultados equiprobables y no equiprobables

En la siguiente actividad realizarés un experimento para predecir resultados.

“ Realicen lo que se indica a continuacion.
Experimento 1: Tirar monedas para determinar la probabilidad de que ocurra un resultado.

a) Realicen una prediccion: antes de tirar una moneda, escriban el resultado que
creen que saldra.

|:tffrﬁ'na'li:a la informacion y responde lo que se solicita. b) Una vez realizada su prediccién, tiren la moneda y registren el resultado.
c) éFue el que hablan previsto?

d) Encuesta grupal: Completen la tabla con los resultades de todo el grupo.

Existen muchas situaciones en las que debemos tomar decisiones sin saber a ciencia cierta
lo que va a ocurrir. Un gjemplo de ello es, cuando al salir de casa, te preguntas si debes llevar
paraguas o no.

Cuando existe incertidumbre sobre lo que va a suceder, recurrimos a la probabilidad. Pese a
no saber si llovera ese dia, tenemos algunos indicios que nos permiten estimar qué es més
probable: “que llueva” o “gue no llueva”. Sin embargo, cuando no hay elementos suficientes
para tomar una decisién, llevamos a cabo practicas como tirar una moneda al aire. ¢Alguna
vez lo has hecho? Comparte tu experiencia con alguno de tus companeros.

0
L)
=

o]

=
=
@

-
[}

=
(=]

=
=
Q
=
=

j
=]

(]

L
@
o
7]
v
o
o
-]
@
=
o
L=
[1+]
(0]
4

Resultados del experimento 1

Niim. de alumnos que
no cenfirmaron su
prediccion

“ Analicen y respondan las siguientes preguntas. Todos los integrantes del equipo deben
~ proporcionar una respuesta.

a) ¢Cudles son los dos posibles resultados de tirar una moneda?

b) éCrees que alguno de los dos resultados es més probable?, écudl de ellos? Justifica tu
respuesta,

e) Con base en los resultados de la tabla, épodrian decir cual de los resultados es
mas probable? éSe trata de resultados equiprobables? Discutan en el grupo y
anoten sus conclusiones al respecto.

f) éCreen gue tirar una moneda ofrece a los participantes en un “volado” la misma
probabilidad de ganar?

g) {(Consideran que tirar una moneda es una alternativa justa para tomar decisio-
nes?, épor qué?

h) &Tirar una moneda serd una buena manera de decidir si hay que llevar paraguas o
no? Expliguen sus respuestas.

Cuando en un experimento aleatorio dos resultados posibles tie-
nen la misma probabilidad, se dice que son resultados equi-
probables; cuando la probabilidad de dos resultados es distinta,
se consideran no equiprobables, Un resultado en un experi-
mento aleatorio es mas probable si tiene mayor oportunidad de
salir que los demas.

Palabra Mu
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¢Qué relacién hay entre el espacio muestral y los eventos? Para determinar la probabilidad de un
evento, ya sea simple o compuesto, suele dividirse la cantidad de eventos simples que lo forman
entre la cantidad total de eventos que forman el espacio muestral. Esto se hace mediante la formula:

p — eventos Sfavorables
eventos posibles

Es por ello que la probabilidad de obtener el nimero 5 al lanzar un dado equivale a:
Pl:s} {1'2|314'5'6} 6 0-17
Mientras que la probabilidad de obtener un nimero par corresponde a:

_ .46 _ 3 _
”‘*"“”‘“’*"T%'?‘%}??Fi,.,«t.. G e

@ Realicen el siguiente experimento.

Experimento 2: Tirar dos monedas simultdneamente.

Completen la siguiente tabla.

Concepto Ejemplos

262 ® Manejo de la informacién

@ Realiza el siguiente experimento.
Experimento 3: Tirar una moneda una vez,
Completa |a tabla del experimento.

Concepto Ejemplos

a) ¢Cual es la probabilidad de obtener aguila al tirar una moneda?, ¢y la de obtener sol?

@ Comenten sus respuestas de la tabla con sus compaiieros. éEste es un experimento
justo?, épor qué?

@ Realiza la siguiente actividad.

Observa el siguiente tablero de ndmeros. Supbn que recortas por separado los cuadros, los volteas,
de manera que no pueda verse lo que esta escrito en ellos y los revuelves. Antes de pensar en la
probabilidad de que obtengas ciertos nimeros, tienes que hacer una lista de nimeros como la si-
guiente.

a) Pares:

Tablero de nameros
k) Impares:

c) Primos:
d) Compuestos:

&) Cuadrados:
f) No cuadrados:

Con esa informacién, es viable hacer algunos planteamientos. Elige la opcién que sea mas probable
en cada enunciado.

a) Obtener un ndmero par o un ndmero impar

b) Obtener un ndmero primo o un ndmero compuesto

c) Obtener un ndmero cuadrado o un ndmero no cuadrado
d) Obtener un ndmero par ¢ un ndmero primo

e) Obtener un ndmero primo o un ndmero cuadrado
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Existen muchos experimentos aleatorios bien estudiados; uno de ellos conocido como urna de Bernou-
lli consiste en colocar en una urna cerrada (puede ser una bolsa) pelotas de diferentes colores, en la
gue el jugader mete la mano y saca una sin mirar. Observa la urna y realiza lo que se indica.

e ® o

« €
¢ @ {

¢ €
€ ( « ’
€ p @ ¢
® @ ¢ ..

En esta urna, los eventos son los siguientes:

* Obtener . * Obtener € * QObtener .

* Obtener f * Obtener € * Obtener .

Completa los enunciados con las frases: es mas probable que, es menos probable gue
o tiene la misma probabilidad que, seglin corresponda.

- Ohtemer. obtener €

* Extraer ¢ extraer ©

+ Obtener & obtener .

+ Extraer @ extraer & of

* Sacar ¢ ol sacar .o.

1. Site propusieran &l juego “ganas si extraes ¢ 0 ( , pierdes si extraes « o] ., el juego
se repite si obtienes cualquier otro color”, élo considerarias justo?, 4por qué?

2. Sidefinimos el evento compuesto colores primarios = {.’ .' ( }y el evento compuesto
con colores secundarios = {. € ( }, podemos decir que sacar un color primario es
sacar un color secundario.

3. Si te propusieran el juego “ganas si extraes un color primario y pierdes si extraes un color
secundario”, ¢lo considerarias justo? {Por qué?

264 ® Manejo de la informacién

4. Determina las probabilidades de cada evento.

@)= + P (@)= P (@)=
(@)= *P(@)= P (@)=

5. Ordena las pelotas de los seis colores por orden de probabilidad.
DO OOQD

6. Este juego de urna tiene, al igual que el dado, seis eventos; incluso en lugar de colores se
podrian utilizar los ndmeros de 1 al 6. Si tuvieras que “apostar” por un color de esta urna,
épor cudl lo harias? Explica lo anterior utilizando el concepto de probabilidad.

7. ¢éCudl es la diferencia entre jugar al dado y a la urna?

Hasta ahora hemos visto situaciones en las que determinar la probabilidad de un evento es relativa-
mente facil porque:

a) Se conocen todos los eventos (resultados posibles)
b) Es factible contar y distinguir todos los eventos

¢) Los eventos independientes tienen la misma probabilidad de ocurrir

eventos favorables
eventos posibles

d) Se puede aplicar laregla P =

Desafortunadamente en muchas situaciones no es posible hacer esto, por gjemplo, écomo calcular
la probabilidad de que llueva una manana a mediodia? Una manera sencilla es observar el clima, va
que puede darnos una idea. Pero para hablar de probabilidad, debemos ser capaces de asignar a
cada evento un valor que compare sus oportunidades contra los otros eventos.
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@ Utiliza la rueda de ideas para recordar lo que sabes sobre cada uno de los conceptos
que se presentan a continuacion. Inventa un experimento aleatorio simple y describelo
en el espacio correspondiente; escribe dentro de los tres espacios restantes lo que
significa cada concepto en tu ejemplo.

@ Realiza el siguiente experimento.
Experimento 4: Tirar tres monedas diferentes.

1. Completa la tabla del experimento.

Concepto

266 @ Manejo de la informacidn

2. Escribe sobre el evento si es equiprobable o no equiprobable, tal como se muestra en el
gjemplo.

En el experimento anterior, pudiste comparar varios eventos compuestos. Utiliza la misma idea para
analizar el siguiente experimento.

Experimento 5: Tirar dos dados.

@ Completa la tabla del experimento y realiza lo que se solicita.

Concepto Ejemplos

a) Haz un diagrama en tu cuaderno, parecido al que se hizo para las monedas, para com-
parar entre si los seis eventos compuestos. Escribe sobre cada evento si es equiprobable
0 no equiprobable.

b) Revisa los diagramas gue completaste en este apartado:

= ¢Se podrian realizar sin definir el espacio muestral y los eventos compuestos de cada
E experimento?
= ¢Por qué es Util asignar valores numéricos a la probabilidad de gue ocurra cada evento?
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&Hay alguna manera de determinar si lloverd manana o no? Cerraremos esta leccidn, regresando a
este planteamiento. Comenta con algln companero cémo creen que los meteordlogos pronostican
el clima.

Imagina gue tienes un espacio muestral con dos eventos: “que llueva manana” y “que no llueva ma-
nana”. A cada uno de esos eventos hay que asignarle un valor para poder compararlos.

Los servicios meteoroldgicos toman en cuenta muchos factores como la presién atmosférica, la tem-
peratura, la humedad, los vientos, entre otros. Tienen una gran base de datos en la que “reconocen”
dias parecidos al de hoy y comparan en cudntos casos liovid al dia siguiente. Asi, si de “10 dias
como hoy” en 7 hubo lluvia, al dia siguiente hacen un calculo como el siguiente a fin de conocer la
probabilidad de lluvia para el octavo dia.

P(llueve maftana) = -fﬁc 0.7 = 70%

A Realicen la siguiente actividad.

Cuando hicieron los experimentos anteriores, obtuvieron algunos
resultados. La ley de los grandes niimeros conjunta predic-
ciones que se vuelven mas exactas a medida que el ndmero de
experimentos realizados aumenta.

Por ejemplo, en el caso de tirar una moneda, la cantidad de
dguilas debe ser igual a la cantidad de soles, es decir, la mitad
de los resultados:

s dgnilas obtenidas -
Pldguila) = experimentos realizados =05

Si se hacen pocos experimentos puede ocurrir que el error de esta prediccion sea muy grande. En
un tiro obtendras 100% &aguilas, o bien 100% soles; no hay otra posibilidad. Realizalo 200 veces y
registra los resultados con rayas diagonales (/) gue se trazan cada vez gue se obtiene un resultado
para facilitar el conteo; cuando se juntan 5 rayas, se crea una nueva figura ().

Tu resultado debe ser parecido a 0.5, aunque es muy probable gque tenga un pequeno margen de
error,

435 comparen sus resultados con los de sus compaiieros. Al final, realicen lo que se solicita
¥y respondan las preguntas.

Sumen todas las dguilas obtenidas y todos los soles obtenidos; después dividan los resultados entre
el total de tiros realizados.

a) ¢Cual fue la probabilidad experimental de cada cara?

b) éSe trata de resultados equiprobables o no equiprobables?

¢} <¢Tirar una moneda para tomar una decision es un juego justo?
Justifiguen sus respuestas.
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Evaluacion tipo pisa

Lee, analiza la informacién presentada y resuelve las siguientes situaciones problemdaticas.

Las ventas del Gnico mercado de un pueblo en los dltimos tres meses fue de $200000 por el total
de los enseres gue ofrece. Analiza la siguiente gréfica con la distribucién de la venta de sus produc-
tos.

1.4Cuél fue la venta de verduras en estos tres meses?
a) $17000
b) $32000
¢) $35000
d) $64000

2.:Cudl es el valor estimado de venta mensual de carnes?
a) $8333.33
b) $14000.00
¢) $21333.33
d) $64000,00

3.¢iCudl fue la venta de bebidas y otros en los dltimos tres meses?
a) 25000
b) $32000
¢) $35000

Evalta lo que aprendicte gobre
d) $39000 iinaside ceuRthner s
ecte e0(igo.

4. .Cudles son los dos productos que representan una venta
de $72000 en los (ltimos tres meses?
a) Carnes y articulos de limpieza
b) Carnes y semillas
¢} Verduras y papeleria
d) Verduras y frutas
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Matematicas 3, importante eslabén de nuestra coleccion Construyo
y aprendo Matemdticas, involucra a los estudiantes de tercer
grado de secundaria en un dinamico proceso de aprendizaje
mediante el cual —y gracias a multiples actividades que estimulan
la creatividad como medio para resolver problemas— se impulsa
el trabajo en colaboracion y la evaluacion formativa, a fin de
fortalecer las competencias matematicas.

La obra sigue un modelo constructivista, cuya secuencia didactica
facilita el proceso de aprendizaje partiendo de lo sencillo a lo
complejo, de lo concreto a lo abstracto, con lo que se despierta
y se mantiene el interés de los alumnos en los contenidos, al
tiempo que se hace accesible y muy comprensible el lenguaje
mateméatico.

A través de interesantes capsulas, el libro complementa el saber
matematico con datos curiosos e histdricos, asl como con
estrategias de algebra y geometria, ademas de un glosario de
términos relacionados con el tema de estudio.

Matematicas 3 Construyo y aprendo Matemadaticas, consolida
una vez mas su presencia en el universo magisterial y facilita a
alumnos y a profesores la comprension y el uso eficiente de las
herramientas matemdticas, vitales en la solucién de problemas
personales, sociales y naturales.

www.edexcelencia.com.mx
www.social.adiactiva.com.mx
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